Félix Rodriguez Trelles | 


> TEMAS DE ELECTRICIDAD 
E Y MAGNETISMO 


e, 
(EN E 
NY j 
y 


Editorial Universitaria de Buenos Aires 


EDICIONES PREVIAS 


©1984 Dr. FELIX RODRIGUEZ TRELLES 
©1984 EUDEBA SEM 
Rivadavia 1573 - Buenos Aires, Argentina 
Hecho el depósito que marca la ley 11.723 
Setiembre de 1984 


ISBN 950-23-0108-0 


Esta óbra de` la colección de EDICIONES PREVIAS forma parte de los servicios adicionales 
de EUDEBA en apoyo a las cátedras. 

EL TEXTO IMPRESO ES REPRODUCCION FACSIMILAR DE LOS ORIGINALES PRE- 
SENTADOS POR EL AUTOR. 


INTRODUCCION 


El origen de esta edición previa han sido los apuntes de cla- 
ses dictedas por el autor en 1975 en el Departamento de Písica de la 
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Buenos 
Aires. Los apuntes, con sucesivas correcciones, fueron ampliados has- 
ta cubrir la mayor parte de las clases teóricas de la asignatura 
FISICA III-A, destinada a alummos de las Licenciaturas en Ciencias 
Físicas, Matemáticas y Meteorológicas de dicha Facultad. 
El curso de FISICA III, ubicado al final del segundo año de la 
Licenciatura en Física, comprende una introducción a la teoría elec- 
tromagnética clásica y a la teoría de circuitos con elementos linea- 
les, acompañada por trabajos prácticos de laboratorio y por la reso- 
lución de una abundante cantidad de problemas. 

Los objetivos explícitos de este curso sons 
- la introducción del alumno a la teoría electromagnética, con 
vistas al curso avanzado denominado Física Teórica I (Electrodiná- 
mica Clásica, al nivel del texto de JoD.Jackson); 
- la introducción a la teoría y práctica de circuitos eléctricos 
aue, para los alumos de Física, continuará con cursos de Electróni- 
ca e Instrumentación Digital. 
Entre los objetivos no declarados pero igualmente importantes 
podemos destacar: 
- la utilización intensiva del cálculo vectorial, con la conse- 
cuente simplificación en las demostraciones, acompañada por una pre- 
sentación unificada del Electromagnetisemo no relativista a nivel 
intermedios 
- la preparación del alumno para cursos como Mecánica 1 (Racio- 
nal) y 11 (Fluidos), que requieren familiarizarse con las herramien= 
tas analíticas citadas; 
—- una descripción elemental de las propiedades electromagnéticas 
de la materia, que prepara la base para tratamientos más especificos 
en futuras asignaturas (Física Moderna, Písica Nuclear, Mecánica 
Estadística, etco.). E 
Varios de estos objetivos son de difícil cumplimiento, ya que 
el carácter introductorio del curso impide utilizar herramientas co- 


- mo la delta de Dirac, o resolver ecuaciones en derivadas parciales 


=2- 


por los métodos más usuales. Por otra parte, las limitaciones de 
tiempo no permiten estudiar la radiación electromagnética ni pro- 
fundizar en otros temas reservados al curso avanzado. 

Los alumnos de sucesivos cursos fueron proponiendo agregados 
y simplificaciones de los apuntes iniciales, mejorando argumentos 
y criticando la presentación de numerosos párrafos y sun de temas 
enteros» 

Deseo expresar mi agradecimiento a quienes han cursado la 
asignatura, por el aliento expresado por algunos, por la curiosi- 
dad sana y estimulante de la mayoría, y por las críticas construc- 
tivas que me fueron transmitidas. He tratado de aprovechar estas 
experiencias en la presente edición, con la esperanza de completar 
y mejorar el texto en el futuro. 


Pélix Rodríguez Trelles 


Buenos Aires, junio de 1984. 


ANALISIS VECTORIAL 


CAMPOS VECTORIALES 


El anglisis vectorial es una herramienta básica para nuestros 
desarrollos subsiguientes. Ya estamos familiarizados con el concep- 
+o de vector y con el álgebra vectorial (para un repaso recomenda- 
mos el clásico Vectores y tensores con sus aplicaciones de L.A.San- 
taló, EUDEBA, Buenos Aires, 1961; en especial sus capítulos 1 y 111) 
Al final de esta introducción ofrecemos un breve apéndice que resume 
las notaciones y definiciones más usuales. 

Nos interesa repasar el concepto analítico de vector en un ès- 
pacio de tres dimensiones. Los vectores que utilizaremos represen- 
tan campos cuyas propiedades intrínsecas (módulo, dirección y sen- 
tido) no dependen de la posición ni de la orientación del sistema de 
coordenadas que elijamos, es decir que dichas propiedades deben ser 
las mismas para dos sistemas de referencia (referenciales) distin- 
tos. Bn general, un cambio de referencial implica una rotación y una 
traslación. 

Representaremos la posición de un punto P mediante un vector 


e =( ) 
Z x¡X, = ES 


en coordenadas cartesianas ortogonales, siendo EN los versores 


EA] =1) de un referencial (R_ correspondientes a los tres ejes 
coordenados. 


Una traslación que lleva el origen 0 de coordenadas T,= (0,0,0) 
al punto 0'de coordenadas Ta (ES sge 23) implica la transformación 


Eos T- 00” 


4 


M 
57 


(i=1,2,3) al 


que se representa en la fig. 1, donde 
Y” representa la posición del punto P 
en el referencial trasladadoo 

Como vemos, una traslación sólo 
modifica los vectores de posición. La 
mayor parte de las magnitudes físicas 


que nos interesan varían al pasar de 
un punto al otro del espacio, pero el 


cambio de referencial no afecta las 
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posiciones de los puntos, sino sólo sus coordenadas. 
Si a una propiedad que varía con la posición la podemos repre- 
sentar mediante una sola función 
A=A(P)i= A (x,712) 
decimos que la función À representa un campo escalar. Si se re- 
quieren, como en el caso de las fuerzas o las velocidades, tres 


funciones de la posición que podemos agrupar simbólicamente como 


=É(F) > A4=A,(x,7+2) (1=1,2,3) 
decimos que ys representa un campo vectorial. 

Las treslaciones no modifican el vector que representa la se- 
paración entre dos puntos, En efecto, al pasar el origen de 0 a 


0” los vectores posición varían aegún las relaciones: 


Tr. > Y = 7,00; Ey AR s po 
E a E ne A y 
(AB)y EA (AB). = Ti Ti To T= (45), > 


Veremos que la mayor parte de las magnitudes de interés fisi- 
co dependen de la separación entre puntos y no de la posición de 
uno solo aislado, de menera que nos interesa casi siempre el com- 


portamiento de los vectores frente a rotaciones de origen fijo. 
En lo que sigue, salvo indicación en contrario, los Índices 
tomarán los valores i= 1,233; y los límites de las sumatorias 


serán l y 3, o sea 3 
Z=} 


Como sabemos, las rotaciones se re- 2 
presentan mediante las relaciones: 


RÁ: 


donde $ son los versores en el referen- 
E , Š g è 
cial R . En notación matricial la trans 
formación se representa como T=AT, 


“donde A= (a, 13 es la matriz unitaria 
(det £=1) que caracteriza a la rotación 
(figo 2)» 


La rotación inversa (F'”—=>TF) está đađa por las relaciones 


= 2 bijt 
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donde = (bia) es igual a la matriz traspuesta de A, 
o sea que 
z xí -Zaj tj = Žoaj az; {2) 
Llamando Xi ¿2 xj je las componentes j-ésimas del versor 
, , 


A , 
a en los referenciales R y R > respectivamente, e Yi,j > Yi,3 


> 
a las componentes j-ésimms del Fi en K y R , y aplicando (1) 
y (2) obtenemos las siguientes relaciones; 


x37 5 =>, 3 = Z ajk žk 7 Laje hir = 85 m 


yi,5% bij =r, T Z sxy Tik? 2843 Sax" 83 


donde empleamos la delta de Kronecker $; q 
y 0 si ije 

Las relaciones (3) expresan que las componentes en un referen- 
cial Q de los versores de otro referencial R son los elementos 
âe la matriz A de la rotación R —— K o. La expresión de cada 
versor en el otro referencial, según (3), será 


sE se ay 
i Zaa Ed 
A A A 
Yi = 2 das $ ZŁ 3% 
Bn general, un vector € se expresará como? 


le) + 075 03) = Zo en R 


i 


ue vale 1 si i=j 


(4 


1 


z 


a 


€ 


u 


Pula a 
(ej s 05» 03) = 2 eifi en Ro. 
feemplazando a a por su expresión (4) y redefiniendo los Índices 
{i<— j} tenemos: 


T=L 0% =e; aT F e; ai (LL a,,0:) Y, 

a A mie e TAE: i 
que debe ser idéntica, AREN, a componente, a la expresión de 
3 en el referencial R: =Z e; ¿7 o Luego, 


Z 


i iJ 3 


(i=1,2,3) . (5) 


Estas relaciones expresan la definición analitica de “um campo 


vectorial: las tres funciones c¿(F) Son las componentes de un 


<-6 


vector si y sólo si en un cambio de coordenedas de origen fijo se 
transforman mediante las mismas relaciones (1) que transforman 
las coordenadas de un punto. 


Los campos escalares, por su parte, no varían por un cambio 
de coordenadas, o sea que ? 
y 2 = 
RR: A(F) = A (F) 
está representado por la misma función en ambos referenciales. 
Las operaciones elementales entre vectores en coordenadas car- 
tesianes ortogonales, que damos por conocidas, se representarán co- 
mo sigue: 


8) Suma: (A + 5) = àj +B, 


donde el subíndice i indica la componente i-ésima de la expre- 
sión entre paréntesis. 


b) Multiplicación por un escalar A; (Ad), = la, 


c) Producto escalar: 


1.5=Z a,B;. 
T 
En particular: Eeka Za? = 1312 donde Az=s|X]= 
A 


24% e 
=E 45)” es el módulo del vector E. 
i y 
Todo vector se puede expresar como A=AÍ > 121 =1 
donde el yersor (o vector unitario) 4 representa la dirección y 
el sentido de K. 


El ángulo entre dos vectores está dado por la relación 


A.B= ABcos(A,B) ==> cos(A,B) = e 


d) Producto vectorial; 


xB = (A47B, - AB, Ñ 433] -41B3 >4,B2-Ap2B,) , o sea 


ES 
x y Z 
£xB=[a åo Az|= -Bx£ 
31 Bo B3 


que verifica la relación 
|E z5|= 1Bsen(a,8). 


La dirección de Ọ = ÁxB es normal 
el plano formado por X y Bo. Su sentido es 
tal que la terna A,B,C es directa (fizo 3). 


e) producto mixtos A dy dy 
K.Bx = £.(Bx0)= |B, B, B3 
kT Ca 3 


que verifica las relaciones: 


1.510 -5.0x-U0.Ix8=-E.5x0=-0.Bx=-8.£x0 (2.1) 


Observemos que el producto ABC y sus permutaciones cíclicas 
BCA —> CAB tienen el mismo signo, mientras que las anticíclicas 
ACB —> CBA —> BAC tienen signo contrario al primero. 


f) Doble producto e CioTiatS 
Bs fácil verificar, por la igualdad de las respectivas componen» 
tes, que se cumple la siguiente identidad muy útil: 
Ex(Bx0) = E. 0) -3(%. 8) (4.2) 
Notemos que el producto vectorial no es asociativo, ya que 
Ax(ExT) 4 (AxB)xC. 
g) Identidad de Lagrange: 
Da una expresión del producto escalar de dos productos vectoria= 
les: 
(4x8) .(€xD) = (4.0) (8.5) - (5.0) (1.D) 
Otra identidad Útil es: 
(xE) x (0x5) = [B.(Xx8)] € - [€ .(1x8)] 5 
tras notaciones usuales: 


- Producto escalar o interno: A.B= (4,8) 


W 
> 
> 
w] 
W 
A 
E 


— Producto vectorial o externo: AxB 


En los cursos de Análisis Matemático hemos considerado las pro- 
piedades de los operadores vectoriales más usuales y sus expresiones 


(+) La numeración (à.n) se refiere al Apéndice de identidades yec= 
toriales que se incluye al final de este capítulo. 


BS 


en distintos sistemas de coordenadas ortogonales. Aquí nos interesa 
analizar sua significados físicos y geométricos intrínsecos, que son 
independientes del sistema de coordenadas elegido. 

Partiremos de la expresión analítica de cada operador en coor- 
denadas cartesianas, utilizando el símbolo operacional 


Vs 9, +0, + =E 
llamado nabla, donde df = 9£/3x, o 


En todo lo gue sigue supondreios que los campos poseen deriva 
das parciales continuas de cada componente hasta el orden requerido 
en las distintas expresiones. Esta condición suele cumplirse para 
los campos electromagnéticos que estudiaremos más adelante. 


GRADIENTE 


Dado un campo escalar A(F)= A(x,y>,2z) llamamos gradiente 
de A al vector 


geais VA = IA A IAF + IA 
cuyas componentes son (Y), = MA > 


La interpretación geométrica del gradiente es inmediatas 
i) La variación en el escalar À al desplazarnos de F a F+ar 
está dada por: 


as E aAa = VAa t6) 


Esta variación es máxima cuando el desplazamiento àf y el vector 
Va son paralelos, ya que 
Š aà = [VA] jêr | cos (ar ¿7A) (7) 
Luego, la dirección y sentido del gradiente de un escalar À son 
los que definen la máxima variación de A. 
ii) El módulo del gradiente se puede calcular si conocemos la di- 
rección de máxima variación de un escalar. Supongamos que la 
máxima veriación se produce en la 7 
dirección de un eje È (fig. 4). ~ 
Entonces, 
(6) == jaa 


[Va] las | 


laal JAN 
À= = m 
x lag] atin [Aè] 


E: Pa 

Bs obvio que el gradiente de un escalar es un vector, ya que 
vimos cómo definirlo en módulo, dirección y sentido, con indepen. 
dencia de cualquier sistema de coordenadas. 
iii) Derivada direccional: 

Dedo un versor (F), la derivada direccional según ese versor 


de un escalar À en el punto F es 


2A= 2 - lin MF+ AsẸ) - ALF) y A(F1 dš) - ALF) 
id av 550 As ds 


con dí = ds. Luego, 


(1) => âà =Vh. ds = VA. F ds => | 9,1=9.VA] (8) 


Análogamente definimos en el punto Y las derivadas direcciona- 


les de un campo vectorial 


X(F+A89)-X(E), A(F+ aa) - 17) 


iali = 
% a As ds 
=> ,i=(ĵ.V) i= k AA (9) 


que ss un vector cuyas componentes sons 

ie = E DA, +. 

(3,0; = Z mA = Ya 3A + vy A + Y, OA 
Notemos que el operador nabla se comporta efectivamente como un vec- 
tor. Así, en (9) podemos definir un operador de la forma 
= = 3. 

a, = PY = 7,9, + Yy Py? Yz A 
También podemos escribir la expresión 

G.V) 5 = a (8./)5 =/2/9,43, eto. 


iv) Derivades total y locals 


Dado un campo escalar T (psejo la temperature en un punto) 
que pueáe variar en el espacio y en el tiempo, © ssa 
P=T(F,t)= T(x,y>2) 
podemos analizar su variación desde distintos puntos de vista. 
- Si nos detenemos en un punto fija Y, al cabo de un intervalo 
de tiempo dt el campo T habrá variado ər 
d? = 33 àt, 


donde 9¿1 = (91/34) expresa la derivada con respecto al tiempo 


<= e 


en un punto T fijo. El operador 9¿= (3/34) > define la derivada 
local de un campo. A 

= Si nos movemos con una velocidad Y, durante un intervalo dt 
nos habremos desplazado en dF=YVdt, de modo que la variación en el 
campo Y será i 


a? = T{Ñ+dF , trat) MF, t) = 9,1 dx+ 2f dy+ 9,Tda+ 3T at 


aT à 
01 E a iE aa, 
at dt Y are 7 as 

donda las dT = VD, son las componentes del gradiente de T, 
y las dx,/dt =Æ v; son las componentes de la velocidad Y, de modo 
que 

aT z 

TZ = ð T+ v7. VT 0 

at $ S 

Esta es la derivada total que describe la variación de un cam- 

po vista desde un referencial que se mueve con velocidad Y. Como 
vemos, se compone de la derivada local más un término que llamare- 
mos convectivo: 


(8) => D)?1=V.VrI=va,r (11) 


En los comienzos de la Písica Clásica cada tipo de expresión 
caracterizó una formulación diferentes el punto de: vista local fue 
el preferido por Buler, mientras que el empleo excluyente de deri- 
vadas totales fue el camino elegido por Newton y Lagrange. Por ello 
hablamos de formulaciones euleriana y lagrangiana, respectivamente. 


Lo anterior también vale para campos vectoriales. Dado A(%,t) 
tenemos las relaciones: 


dA _ Á(Frar, trat) -Z(F,t) Za r 
S e = d A+t¥.VÄ (12) 


es decir que el operador &@/dt > Correspondiente a un referencial 
de velocidad: V= dF/dt , equivale a 
A 


P ON 
A +ToY= dv, (13) 


La interpretación de las (10) y (12) es inmediatas la variación 
total de un campo en un intervalo dt es la suma de la variación đe- 
bida al transcurso del tiempo dt (derivada local) más la debida al 
desplazamiento Yat (término convectivo), 


Pr Ta S 


v) Superficies de nivel: 

Llamamos superficies de nivel de un campo escalar A(Y) a las 
formadas por puntos F que satisfacen las condiciones A(T)= const. 
Cuando el escalar es una función potencial (como lo es el potencial 
gravitatorio que conocemos) las superficies de nivel se denominan 


egquipotencialeso 
Sea un desplazamiento dá so- 
bre una superficie de nivel 5 
(fig. 5). La variación del campo 
À al pasar de Ta YF+dS será 
tel que, según (6): 


X= conste => À = Y A.d3= 0 (14) 


es decir que el gradiente de un es- 
calar es normal a todo desplazamien- 


to dS realizado sobre una superfi- 


cie de nivel y, en consecuencia, es 
normal a la superficie de nivel que pase por el punto F: VALS. 


vi) Otras propiedades: 
si MD y pin son dos campos escalares, se verifican: 


Víx A+ pp) =a VA + BV p (a, f constantes) 


V Op) =p pi YA (4.5) 
DIVERGENCIA 

Dado un campo vectorial A(F) llamamos divergencia de Á al es- 
calar 

avis Y.A = QA, + Ayt dpt Z òj A; e 


Al afirmar que Vo Z es un escalar estamos diciendo que la diver 
gencia es una cantidad invariante frente a rotaciones de origen fijo. 

La interpretación física de la divergencia əs inmediata para un 
campo de velocidades. Supongamos un líquido en movimiento cuya velo- 
cidad en el punto F es v(T) y consideremos la superficie 3 de un 
elemento ĉe volumen con vértice P como el de la fig. 6. 

La cantidsá de lfquido que en un intervalo de tiempo dt atra- 
viesa la cara S, normal al eje x será igual a 


PA 


y, = (dy dz) (y, åt} 


donde el primer factor es el área de di- 
cha cara, y 6l segundo la altura de le 
región ocupada por todas las partículas 
áel líquido que llegan a cruzar 5, *n 
el intervalo ät o entes. Aquí v, es la 
componente x de la velocidad en (2,72). 

La cantidad de líquido que cruze la 
cara opuesta 5 en ât es 


ve = (dy dz) (vzat) 


con vg = v, (x+ xy, 23= va (792) + d Yx ¿Zo 


Luego, la diferencia de volúmenes atravesando ambas caras será 


LY = (ay dz) (v¿- 7) dt = A Y, ixdyázdt. 
Anglogamente, las diferencias netas en los volúmenes de Tíqui- 


do que atraviesan las caras normales a los ejes y, Z serán 
Pa Y_ = d 
vi a A Y, êT dt 


y Y MA dz Ya dt dt, donde ¿dí = åxdy dz. 


La suma de estas cantidades representa el volumen neto de 1f- 
guido creado en el interior de la superficie S del elementos Si či- 
cha suma es positiva decimos que en P hay una fuente de fluido (o 
sea que hay creación neta), y si es negativa habrá allí un desagüe o 
sumidero. 


El volumen neto creado por unidad de tiempo y por unidad de vo= 
lumen del fluido será igual a 


Zo, 
EAU Z 2,1 =V.V (15) 
at dt ìi 


es decir igual a la divergencia el campo de velocidades WF] 


En particular, el gradiente de un campo escalar A es un vec- 
tor al aue podemos aplicar el operador divergencia, definiendo así 
el operador 

div grad A = AT = 1% (16) 


llamado laplaciamo, que a veces se simboliza como Al. 


13 a 


En coordenedas certesianas 


Vhs E d N EA 


2 
donde 221= PA (en general usaremos la notación 
ii dx, dx 2 
ep GEN 22, t = 2 E A 0) 
ij dz dzy ° "it ar fOe 


Es fácil verificar la linealidad del operador divergencias 
V. tair g5) a VW. E + pV.B loc, fB constantes) 
y, en consecuencia, deducir para dos campos escalares A(F), pm: 


i) Via + pp) = aÊ + pV’p (œ, f constantes) 
12) VIA) =A VÍ e pVŽA s 2 VA Vp o 


ROTOR 


Dado un caxno vectorial A(%) llamamos rotor (o rotacional) de 
A(3) al vector 5 


a lA, A 
= ar dz Ay) + (Ag 9¿A,) Y + (AL Ay AA IE. 


Aplicando directamente la definición del rotor se verifica de 
inmediato que para todo campo escalar À y vectorial E valen las 
identidades 


V.VxkE=0 (403) 
TV da 0 (4.4) 


Pera interpretar físicamente al rotor consideraremos una cir- 
cunferencia ubicada en un campo de fuerzas P como el representado 


E 3. 


(+) Estrictamente hablando el rotor de un vector es un pseudovector, 
concepto que no usaremos en este curso y que puede consultarse 
en el texto citado de Lo.A.Santaló. 


AR YA 
en la fig. 7, donde cada vector indica 
la fuerza que se aplicaría sobre un 
cuerpo muy pequeño (puntual) si se lo 
colocara en un punto dado. 

El trabajo de estas fuerzas al re- 
correr la circunferencia £ será 


v- fae fast 


£ e 


donde %= - seng 2+ cosg Y es el ver- 
sor tangente a É en el punto P de 
coordenadas X=TFcosP , Y=TIsenfp . 


Si el radio r de £ es my pe- 
queño podemos expresar cada componente de F(F) en un punto F de 
la circunferencia mediante un desarrollo de Taylor hesta el primer 
orden (i=1, 2): 


ri (F) = P¿(0) + (a,F¿)yx+ (9,P4)9 Y =Fjp+ GF) T cosg + Fa) r seng 


Az 
Luego l. F= LEA ¡5 =—> 
2m 
wes JE seng + Y E seny cosp +r AF seno ) + 
A am 
2 
+ f dp Evo cosg +r 27, costp +r y seng cos ) 


o 


25 an am 2n 2% 

donde fs senf = aq cosq = ag senf cosp = 0; faigse- dq cos% =Y 

o o ho a % 

Aa cFON A 2 z 
=> $ = Mr ( 9,F,+ AE) = Ur" (V xP), 
AD = A ER N 3 oz 
== zF), = lim-%, = lin z Pat. 17) 
a My ro Mr? Ly 


Vemos que si con centro en 0 se traza una circunferencia de 
radio r muy pequeño, la componente del rotor en 0 normal al plano 
de Ê está dada por la expresión (17), donde el numerador $ di. F 

£ 


se denomina circulación del campo F 2 lo largo de la curva cerrada 
& » y el denominador es el área encerrada por ds 

Dos ejemplos clásicos pueden servir pare aclarar los conceptos. 
Imaginemos una ruedita como la de la fig. 8, provista de paletas 
cue pueden moverse libremente bajo la acción de las fuerzas del 


-15- 


campo F. La ruedita girará si sobre 
ella actúa una cupla neta de las y y B-a 
fuerzas del campos z ¡AA 
~ En le fig. 8-a, donde actúa e il, 
pa A IS 
un campo F= F, (y) YX de modo que 
(Vx), == 29,P,> 0, E 
la rueda girará en sentido antihora- 
rio (rotor positivo). y 8-b 
- En la fig. 8-b, donde xÆ 
F= F(r)f, siendo £ el versor ra- to | 4 $ 
dial, es obvio que V x F=0, de N LA 
modo que la rueda no giraré. EM 
Un campo como éste, de rotor cË > 
nulo, se llame irrotecionelo ENS TT je 


LAPLACIANO 


Como ejemplo de la utilidad del operador nabla calculemos la 
expresión 
Fotot = Vx(Vxi) con E= Á(¥), 


observando que tiene la forma del doble producto vectorial. Luego, 


(1.2) => V x(Vx4) =Y (VW. E) -V.V È =V (V. 5) -VE (1,10) 
donde hemos empleado la notación usada en (16) para el laplaciano 
de un escalare 

Bn coordenadas cartesianas la componente i-ésima del segundo 
miembro de (4.10) toma la forma 

> e a 2 

[V(.D-V7), = 9, Z 334; - 20 
La misma expresión se puede obtener calculando el primer miembro ex- 
plícitamente (verificarlo). 

Como vemos, el término que identificamos como 


Vis VIVE =Z aX 
k 
es un vector cuyas componentes cartesianas son iguales a 
VD, =V > (18) 


es decir a los laplacianos de las componentes de 2(F) . El vector 


= 16 - 


así definido es el laplacieno del campo Å. 

Aclaremos que en coordenadas curvilíneas la relación (18) no 
vale en general, pero conserva su validez la (4.10) que nos permite 
definir el laplaciano en curvilíneas como : 


Via V(V. -Vix(Vxi) (19) 


IDENTIDADES UTILES 


Utilizaudo correctamente el operador nabla -obtenemos numerosas 
ldentidades que emplearemos después. Como ejemplo del método 
los riesgos de usarlo, incorrectamente) analicemos dos casos; 

a) V. (1£xB) 


blamemos V A 


{y de 


al operador que sólo actúa sobre Á, tomando 
al campo B como constante. Entonces tenemos 


Vo.(ExB) = NA .+(£xB) + Ve - (E xB) 

Ambos términos tienen la forma del producto mixto, de modo que 
Vie (XxE) = 5. (Y, 12) = B.Vxi, 

Va «(AxB)=-£, (Y, xB) =-X. VxB 

==> V.(1x8)= BE. xi - L.VxB (4.8) 

b) (VxA)x E i 


Si aplicamos la identidad (A.2) al doble producto vectorial 
obtenemos 


(Vx) xB= X(V.B)-V(X.B), 
expresión que carece de sentido, pues en (b) nabla opera sólo sobre 
A y hemos obtenido una expresión donde aparece V. Bo La manera 
correcta de operar resulta de observar que 
ViDxB = (V, xi) x5= -8x (V, xÃ)=-Y, (4.5) (B.7,)A = 

> 

= (B.V) K =V, (4.8) . 

Análogamente se obtiene V (VxB) = (X.V)B- Va (A.B) . 


Luego, despejando los términos 


Va, a - E) y sumando, obte- 
nemosz 


-17= 
Y (1.5) = ACT) + pli .B) = 
= (5. Mé + (1.V)58+ Ax(Vx8) + Ex(VxA) (4.11) 


Operando análogamente se obtionen las identidades: 


e CAE) =AV. A+ KVA (4,6) 
Zx (E x8) = (E.V) E- (E.V) E+ XV. B) -5(V. 1) (1.7) 
Jx tA K)=AV xK- ExVA (4.9) 


FORMULAS INTEGRALES 


Consideremos una superficie 
S abierta ubicada en un campo de 
velocidades. Por ejemplo, en la 
fig. 9 S es una superficie obli- 
cua en un canal donde el líquido 


se mueve con velocidad variable. 
Sea Á el versor normel a $ en 
un punto T de la superficie don 
de la velocidad mide V(F) . En 
general, pera una superficie ar- 
bitreria £=KF) > 

El volumen dYg del líquido 
que atraviesa la superficie S en 


un intervalo dt será la suma de 

los volúmenes de prismas ap base ES, cos Xy (fig. 9) y altura 
A 

Ve dt. con cos Xy = Ayeye Luego 


A S i > a 
av, = Z $5, cos oQ, Y ät = 8% Zss Ri ES ZS, A 
donde $5, By, = EES es el elemento de superficie orientado, nor- 


iendo una variación 
mal a 5 (EEN es el elemento de área) y, suponiendo 


continua de la velocidad, tenemos 
5 š Í f E.y 
at/S 
s > 


expresión que define el flujo del campo vectorial Y a través de la 
superficie S, es decir el volumen de líquido que atraviesa 5 por 
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unidad de tiempo» . 
Bn general, el flujo de un campo A(T) cualquiera a través de 


S será 
g= f Ez- fu. : (20) 
s s 


Para una superficie cerrada indicaremos el flujo como Sh. 

El teorema de Gauss-Ostrogadski expresa en forma general el ra- 
zonamiento que hemos seguido para definir la divergencia de un vec= 
tor (fig. 6). Establece que el flujo de un campo Ë a través de una 
superficie S cerrada es igual a la integral de la divergencia de 
È sobre el volumen 'V (5) encerrado por S=: 


Ho f A 
dB.A= E aE i (4.12) 
s 


(En lo que sigue abreviaremos far = M dt , definiendo el tipo de 
integral por el diferencial que acompaña al signo y de 

Este teorema fundamental permite deducir numerosos resultados 
que utilizaremos: 


i) Sea A=ZA(%) » Siendo á un vector constante arbitrario; lue- 


Zo, según (A.6) 


=> si iz - 
r aad fr f n TEA = 3. fat VA 
s S (Ss) MS 
Esta relación vale para todo E, lo que sólo es posible si 


(4.13) 


ii) Sea B= Axa, con a = vector const. arbitrario; luego, según 
(4.8) y (4.1) tenemos 


VoBa V. (x)= 3./xX y åd. E xä =g. dS x 

Aplicando (4.12) resulta fa. = É 5 Ixñ- af Exi 
S 

YS) Ts 


s 
=[209.52 fae .vxi = a favi, 
Y 


relación que vale para todo E si y solamente si 


(4.14) 


iii} $ m 
d 


5 


Esta integral representa la superficie orientada neta, que para una 
superficie abierta no se anula, mientras que para S cerrada a cada 
contribución de un sentido le corresponge otra contribución de sen- 
tido opuesto (antipoda), de “modo que ambas se cancelan. 


iv) Fórmulas de Green: 


Sean AP) y pm dos campos escalares, S una superficie 
cerrada que contiene una región V= Y (5). Valen las siguientes 
relaciones: 


18) Ey D= fatp a a far Tp (22) 
$ 


Y Y 


2%) FE pm ES ŽA AT pa) (23) 
à $ Y 


3%) Sean los vectores de posición F'= (x5 y^ z") fijo y 
F= (x,y,2) variable, ambos interiores a una superficie 3 
con los cuales definimos el escalar R cómo 


R= IF-F = [Ze 199% 


Este escalar, igual a la distancia entre F y F’, tiene la impor- 
tante propiedad siguiente i 
2 
VI) =o 
z Pi i 223 3? ax 
(Verificarla para zí fijas, siendo Y =2 d dx) 


Entonces se cumple la relación 


NES] -f s. [2 Avi 
s B R 


Sea una superficie abierta 
S cuyo contorne es la curva Ce- 
rrada £ (fig. 10). Dado un cam 
po vectorial A(T) vale el 


siguiente teorema de Stokes: 


(4.17) 


donde el primer miembro es le circulación de La lo largo de la cur- 
va & > y el segundo es el flujo del rotor de Á a través de la su- 
perficie encerrada. La interpretación dada en (17) y en la fig. 7 es 
un caso particular de este importante teorema. 

Del mismo deduciremos fácilmente los siguientes resultados úti- 
les: 


i) Sea B=XAx2, con K = Á(F) y E= const. arbitrario. Luego 
(4.1) => d. E= dl .Exa- 3. xl 

UTD = 8.V15- 8. .Vxlixa) - 5. [((EV)X-2(V.1)])- 

ENCINA ES 


donde con Va operamos sólo sobre A(F) y no sobre dŠ. Sobre- + 
entendiendo esto, la expresión (A.17) para B= AxZ toma la forma 


da xK = ¿[Uwe [Bva] 
€ 


sa ste) 
que vale para todo E si y sólo si 


fa nj ACERT S) -f av.r | (4.15) 
3 


sio Ss 


donde V (481) = DANCERS S 2 

ii) Sea B= AZ con A=A(F) y E= const. arbitrario. Luego 
(14.9) —=> VxB= Vx AÑ= -ExXVA 
(a.l) ==> - dd. dx VA=+3Z.d5xVAo 

Entonces, la (4.17) para B= AZ toma la forma 


ga Jas z.g Š a. f Ez 
é £ 


sie 
válida para todo E si y sólo si 


far- ff va (4,16) 
e 


Si 
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DEFINICIONES INTRINSECAS 


Los primeros miembros de las expresiones (4.12), (4.13) y (4.14) 
son independientea del sistema de coordenadas o del referencial ele- 
gido, por serlo sus integrandoso. En efecto, el producto dS. A Əs un 
invariante frente a cambios de referencial, y otro tanto ocurre con 
el escalar À y con el producto xÊ, que se transformará según 
el criterio dado en (5) +. 

Esta invariancia permite definir los operadores diferenciales 
en forma intrínseca, es decir independiente del referencial. 

Sea un elemento de volumen AT encerrado por una superficie 


ZAS -o Luego 7 e 
ao $ ek= fa ZAÁZAT ZE 
AS 


At 


=> cA= lim — åS. A 
V: NT f. (25) 


aco 


o aa que la divi en un punto Y es un invariante igual al cociente 
entre el flujo del campo Á un través de la superficie gue encierra 
al elemento y el volumen encerrado (flujo por unidad de volumen). 
Un campo vectorial sólo tendrá divergencia neta en un punto si 
allí hay una fuente (o sumidero) que genere el flujo a través de AS. 
Anglogamente, las definiciones intrínsecas del gradiente y del 
rotor se obtienen, para el mismo elemento AT, dez 


VA = l ¡5 
(1.13) > A= lim $3 A (26) 
(1.14) —> i-um 2 f Poe 

Fazi Lim E k aš x (27) 


La justificación de las expresiones (26) y (27) es completamente si- | 
milar a la dada para (25) y-se basa en tomar el integrando como una 
cantided constante e igual a su valor en el centro del elemento de 
volumen, lo que es lícito para AT suficientemente pequeño. ! 
Podemos emplear estes definiciones para caleular fácilmente los 
distintos operadores en casos extremos como los siguiéntes: 


i) Gradiente: 


Para A(F) = a = const. tomemos una superficie AS cúbica 


as 


como en la fig. ll-az 


= P 
dS À = ag d$ = 0 , como ya vi- 


mos en (21). Luego (26)=> VÀ =0. 
Análogamente, dado 
pez) =br=p (+ ys z?) 


elegimos una porción ÁS de cás- 
cara esférica de radio r (figo 
11-b) y tenemos: 


Sis = fos, =o: 


caras iG tad G 
fas, r= rósenó 49 dr 
caro E 


(verificarlo) con 


de y 
o PA, 

4 f 
EA 


2 
AT = (rfsen9 ae dp) dr + Luego, aplicando (26) obtenemos 


Vy = bf, 
ii) Divergencia: 
Sea el caso de una fuente de 
fluido (fig. 12-a), tal que 
HE) s c r? 3e 
Tomando una Â S esférica de 
radio r, cuya normal Î = P: 


I. F= (aS P).(cr?P)a er? as 


=> SE- farsans 
AS 


F=const, 


con AT= (4/3) 71 r3, Luego (25) 


q E 
id o 
ir 


ro 


como es de esperar, ya que la di- 
vergencia mide la densidad de 
fuentes, que es infinita si ocu- 
pan un volumen ÁZ=0, 


= 23 = 


Si, en cambio, suponemos que la fuente de fluído es finita (uo 


puntual) y tiene una densidad p> e =pAT ý 
g. 4Te _ 
(25) —>|V.Y ae mp (28) 


Para un campo rotacional X= ar (fige 12-b) es obvio que 
ELi —>B.E=0 Y F sobra una esfera con centro en el ori- 
gon, de modo que 

V- e 0. 


iii) Rotor: 
Aplicando la (27) a los casos recién analizados es obvio que 
pera una superficie esférica AS se verifica: 


d$ z7 = (as ĵ)z Ey P) = 0 = Vz? = 0 (fig. 12-a) 
r 


as xf = (as Pa (aG) =-àâsAĵ. 


Considerando anillos sobre la esfera de radio r (como el ináicado 
en la fig. 12-b) cuya área es dS = (2Hraen0) (ra9), las contri- 
buciones a la integral de xi normales al ejo z se cancelan, 
siendo 98 = 8.2= -sengdo. Luego =a ro ==> 


¿E 
Tr 
foi fomes, Ata E 
: AS a 


ya que la integral sobre ð vale W/2 . Luego (27) ===> 


Vxi=- 372 2 


o sea que el rotor es normal al plano de circulación de E. 


ANGULO SOLIDO 


Sea una curva É en el plano 
(figo 13). Un elemento de longitud 
ål en un punto P subtiende el 
ángulo da visto desde el origen 0. 
El versor tangentes a la curva en 
el punto P es 2, y la normal a la 
curva está dofinida por el versor ñ. 
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Mientras que Ê tiene el mismo sentido que é : A se elige de modo 
que apunte hacia la derecha de la curva (ésta es la convención de 
sentidos más usual).'* , 

El ángulo orientado dx se define como la longitud del arco 
proyectado sobre la circunferencia de radio unidad correspondiente 
al elemento dl, con signo (-) si OB = F apunta hacia la izquierda 
de la curva £ , y con signo (+) si F apunta hacia la derecha. En 
la fig. 13 vemos que valen las relaciones 


ax __dt”_ dí cose _ ac (8.f) 
T r r r 
donde: ät’ = di cos8 = proyección de dl sobre una cirecunferen- 


cia de centro 0 y radio r; 
r= iz|= 10B|= distancia de P al origen 0; 
Ə = ángulo entre A y P= T/Irlo. 


Los versores A y E permiten definir los elementos de longi- 
tud orientados: 


dí = at Î = elemento tangencial (++) 


dl, = ál Ñ = elemento normal > 


Con esta notación el ángulo orientado se expresa como 
aine F 

da = — (29) 
Ea 


A partir de (29) podemos obtener por integración el ángulo to- 
tal proyectado por una curva cerrada £ . Desde un punto interior a 
la curva, como el O (fig. 14): 


A = pas iit 
de 


pues las contribuciones de todos los 
elementos tienen el mismo signo, ya 

que B.P>0 y af. Bn cambio, desde 
el punto 0” exterior a £ a cada ele- 


mento como de, (tal que a x î > 0) 


(+) Un tercer versor, necesario para completar la descripción dife- 
rencial de la curva £ en P, es el binomal b= txR.Los tres 
forman el llamado triedro principal (de Frenet). 

(++) Cuando hablamos de"elemento de longitud” (sin agregados) nos 

referimos siempre al elemento tangencial. 


"2 i 
le corresponde otro elemento dl, (tal que 2) - F,<0), ambos con 


igual proyección [doy | = [áx,|. En consecuencia, el ángulo total 
proyectado por £ desde 0” vale 


aF æ= fan =o. 
f 
2 


El ángulo sólido de de un 
elemento de superficie d5 se de- 


fine análogemente como la proyec- 
ción del elemento sobre la esfera 
de radio unidad (fige 15), de mo- 
do que valen las relaciones: 


an _ as” _ ascosa asf. S 


1 j r? z? r? 


nl 


donde F= rf; îs AS = normal 


exterior a la superficie S en el 
punto Po. Luego 


30 


Con el mismo razonamiento que desarrollemos en la fig. 14 com- 
probemos de inmediato que el ángulo subtendido por una superficie 
S cerrada vale (fig. 16): 


Am para O interior 
46 n 2% N =D = PR 
TEE O para 0” exterior 
as 


t3} 


ya que las proyecciones sobra la 
esfera unitaria Ê de centro 0 
son de igual signo, y el área to- 
tal de € mide 


An rp AN xl => 4T. 
Para 0” exteriora S las 
proyecciones orientadas de eles- 
mentos homélogos (como CEN 7 
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ás, en la fig. 16) tienen signo contrario e igual módulo, de moáo 
que sus contribuciones se cancelan. 

La superficie S puede tener concavidades, en cuyo caso una se 
mirrecta desde O cortará a 5 en un número de puntos que puede ser 
mayor que 2 (verificarlo). Si el punto 0 desde el cual medimos el 
ángulo as exterior a S ese número será par y, por lo tanto,£1= 0. 
Si O es interior, toda semirrecta desde ese punto debe cortar a S 
en un número impar de puntos, de manera que (140. 

El vértice del ángulo pueda ser cualquier punto del espacio, 
en lugar del origen de coordenadas. Si la posición del vértice está 
dada por el vector F’, es fácil ver que las expresiones (29) y (30) 
toman las respectivas formas: 

da = aE P T E% (32) 


donde hemos reemplazado TF por E T - FP”, como corresponde a 


una traslación del origen a la posición Ý’. 


CAMPOS IRROTACIONALES Y SOLENOIDALES 


Un campo vectorial cuyo rotor es nulo se llama irrotacionalo 
El gradiente de un campo escalar, como ya vimos en (4.4), es ob- 


viamente irrotacional. Recíprocamente, dado un campo irrotacionel 
re existe un campo escalar, definido a menos de una constante, del 


cual Á es el gradiente, es decir que 
Txk=0 ==> 1 ME) > K= Và (33) 


Es evidente que todo escalar de la forma A“(F) = A(T) + k, con 
k = const., verifica la condición (33), pues Vr = 0. 

Un campo vectorial cuya divergencia es nula se llama solenoi- 
dal. El rotor de un campo vectorial es claramente solenoidal, según 
vimos en (A.J). Recíprocamente, dado un campo solenoidel F existe 
un campo vectorial k3 definido a menos del gradiente de un campo 
escalar, del cual B es el rotor: 


T7.E=so => 1 X(F) > B=Yx£ (34) 


E o 
si pi) ea un campo escalar, es obvio que A'(F) = A(F) + Vp 
verifica la condición (34), pues VIV p= O según (4.4). 
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Helmholtz enunció un teorema fundamental para la teoría elec- 
tromagnéticas si se conocen la divergencia y el rotor de un campo 


vectorial, éste queda unfvocamente determinado. Es decir que si co- 
nocemos 


J-E = pr Y Vii 


en una región acotada Y  , entonces 


donde (D = fav LEN y 


Veremos que varias propiedaies importantes de los campos elec= 
tromagnéticos son simples c: 


ulares de esta teorema. 


COORDENADAS CURVIDINEAS 


A continuación demos algunas expresiones útiles ən los sistemas 
de coordenadas ortogonales más usuales. En general indicaremos: 


âli = elemento de longitud paralelo 21 versor i-ésimo; 
as; = elemento de superficie norm} al versor l-ésimo. 


a) Cartesianas (fig. 17) 


Coordenadas: F=x2%+yF +22 

=> r= (a+ y?2+ 22742 
sn 

Versores: X, y; 2 o 

Elementos de longitud: dx, dy, de 


Elementos de superficies 


as = dy dz; as, = 02 dx; as, = dx dy . 
Elemento de volumen: àT = dx dy dz. 
Gradiente: 

2 2 A a 

Vh= 2 A 2 = LAR +d AFD A 2 
Divergencia: 


yz E Y g 
V- R= 29,8, = 38, + 9,4,+ 0,A, 
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Rotor: 


Laplaciano: TAE A =Z3 A = 


b) Cilínáricaa (fig. 18) 
Coordenadas: =R cos g Z+R seng F+ z2 
r= (+ 2y/2 


Y = arc cos 


yl 


arc sen =art ta E 


A A 
Versor33: = cosg X+ sen y 


A A 
-seng z+ cos Y 


“y -6> » r|» 


= Ê (få. cartesianas) 
Elementos de longitud: 
dlp = 48; dlos Rap; al, = dz. 


Elementos de superficie (se obtienen 
como: dS = le dl, =Rápdz, etc.): 


dS=Rágqdz; aS p= aR dz; as, =R dọ aR ° 


Elemento de volumen: AT =R 8R àp dz. 


Gradiente: E qe 
Vaz 24 941 2p,2 
a R òP òz 
Divergencia: ER DA, DA 
GE 12 rap E 
R OR R 9 əz 
Rotor; 
ES DA A dA dAn aå 
eNe e DR (EE rl 2 (ma )- 2 
R 9 èz əz 3R R |ƏR to 
Laplaciano: Pd 2 
The 2 ( 22) A ZA 2 X a 
R òR ƏR R aç dz 


c) Esféricas (fig. 19) 


Coordenadas: 


Y = r (sen ê cosg £+ sen 0 seng $+ cos 92) 


= r= (xfr y?r 1/?; @= arc cos E; q = arc tg E š 
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Versores: 


H 
Li 


sen 8 cos} Z+ send seng F+ cos 92 
8 = cos80 cosg Z+ cos 9 seng F- seng? 
a 2 

$= -senp 3+ cosg F» 

Elementos de longituá: 

dl, =dr; aly=rd8; dlp = r sen 9 dp 
Blementos de superficie (se obtienen 


como ¿S¿= ae, dt,= rsen gàr de, eto.): 


dS, = z? sen 3 d8 dge 


aSa = r sen 8 dr de 
a45),= rdrd9. A 
Elemento de volumen: ¿T= r? sen9 dr ás dq 
Gradiente: ` A As 
YA = dÀ fr l 2A E, 1 32 ; 
ar r 29 reme q 
Divergencia: 34 
Y.-E 12 (rad 22 (sea 04,) + 1 2 
Tor rsent s r sen 0 og 
Rotor: e Sábalo 
xá= 1 ES (sen å) - aj 
rsene' 96 $ ag > 
dA dA 
a iji ES O EN a + 2[2 (ma) - lg : 
r'óseng dọ ər ii Tar 39 
Laplacianos 
a 
Tie Lf Nyy a (seno 22), a z>] . 
E LIT ər sen8 ðG 28 sen“ dy 
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APENDICK: IDENTIDADES VECTORIALES 


Ba las identidades que contienen integrales Y indica que se 
integra sobre le región del espacio encerrada: por la superficie S. 
£ indica la curva que rodea a una superfície S abierta. 


(4.1) X.BxÚ=B.Txk=C.X: B=- 8.đxf = - C. BxÀ = - B. Ex (cíclica) 
(a.2) £x(5 x)= B.G) - 0(2.8) (BACa menos CABallo, sic) 
(4.3) div rot A =VW.Vxi= 0 

(4.4) rotgradA=VxYVA= 0 

(4.5) VÍA») = AYVprpYA 

(4,58) Ve (AE) = AV. A+A 

(4,7) Vx (E x5) = (B. 7) E- (A7) 5+8 (V.E) - 8 (VoA) 

(4.8) V,(XxB)=B .VxA-A3xB 

(4,9) Vx (AX) =AVxA-AxVA 

(4.10) Vx(VxA)=V (V.4)-V*E£ 


(4.11) V (K.B) = 


(4.12) . 
fa ceÃ = fa V.A (teorema de Gauss de la divergencia) 
S 


Y (definición intrínseca de divA) 
(4.13) As A = fav (definición intrínseca del grádi) 
5 Y 


(4,14) Pax = fa VxiA (definición intrínseca del FOtA) 


(1.15) fa. [van -E Z.K 
(A.16) fax =- féxva 
+ 
$ 
f 


s 
(4.17) d.X= fE 7 xE (teorema de Stokes del rotor) 
s 


(4.18) fans far (V.E) 5+ fa a.v) E 


5 Y Y 


CAPITULO I 
ELECTROSTATICA 
INTRODUCCION 


Los fenómenos eléctricos y magnéticos se conocen desde la Anti- 
glledad. Hacia el año -600 Tales describía cómo un pedazo de ámbar, 
después de frotado, atraía pequeños trozos de lana. Esta propiedad 
áel ámbar, que le permite mover cuerpos pesados a distancia (propie- 


dnd ponderomotriz) se denominó electricidad, por poseerla el ámbar 
(elektron, en griego). 


Gilbert (1600) publicó una lista de materiales que muestran la 
misma propiedad, DuPay (1733) descubrió que el frotamiento de tales 
sustancias puede dar lugar tanto a la atracción como a la repulsión. 
Dividió a estos materiales en dos clases: yítreos (vidrio, lana) y 
resinosos (ámbar, seda). Postulé que los cuerpos de la misma clase 
se repelen, y los de clases opuestas se atraen. 

Franklin (1747) supuso que, en la electrización por frotemiento 
de dos materiales de clases opuestas, la sustancia vítrea recibía 
electricidad o “garge eléctrica" (la llamé “fuego” eléctrico), mien 
tras que la resinosa cedía dicha carga. Como resultado, la primera 
quedaba cargada positiva y la segunda, negativamente, Implícitamente 
Pranklin aceptaba la existencia de una cantidad q cuya variación 
era Aq,= Aa, para el cuerpo vítreo y Aa = Da_ para el cuer- 
po résinoso, tales que 


Aa, + Ôa =0 


que expresa la conservación de la carga en la electrización. 

La asignación de todos estos nombres y signos fue completamente 
arbitraria, pero subsiste hasta la actualidad. Canton (1750) definió 
una extensa serie triboeléctrica que parte de la sustancia más posi- 
tiva y llega a la más negativa, de manera que frotando un cuerpo de 
esta serie con otro que está ubicado después, el primero se carga po- 
sitivamente y el segundo, negativamente: 


(+) piel de conejo / vidrio / lama / piel de gato / seda / 
/ algodón / ámbar / amufre (=) 4 


La acumulación de resultados experimentales y la importancia 
de los mismos fue creciendo entre 1750 y 1800, con la medición de 


a 


las fuerzas entre cuerpos cargados; entre 1800 y 18609, con la obser- 
vación de numerosos efectos eléctricos y megnéticos, así como de la 

conexión intrínseca entre ambos tipos de fenómenos (Gruss, Faraday, 

Maxwell). A partir de entonces, los descubrimientos sobre la estruc- 
ture del átomo (J.J. Thomson, Bohr, Millikan) llevaron hacia 1920 a 

la formulación de una teoría que describe con buenz aproximación lz% 
propiedades eléctricas de la mayoría de los materiales de uso coti- 

diano. En la próxima sección daremos una versión muy simplificada de 
dicha teoría. 

La inclusión de los efectos relativistas y cuánticos, conocidos 
en este siglo, tiene gran importancia para explicar los fenómenos due 
llemaremos microscópicos (que tienen lugar en regiones del tamaño del 
átomo: r107} m) o para analizar los campos en referenciales móviles, 
pero no es indispensable para estudiar los aspectos macroscópicos 
(en regiones que contienen muchos átomos), ni para distancias entre 
partículas mucho mayores que los diámetros de las mismas. 

En la actualidad reconocemos en la naturaleza cuatro fuerzas fun- 


damentales: gravitatoria, electromagnética, nuclear débil y nuclear 
fuerte. Estas dos últimas clases de fuerza son despreciables a distan- 
cias del orden que nos interesa, aunque no lo son sus efectos: la nu- 
clear débil actúa en el neutrón (es comparativamente la más pequeña 
de todas), y la nuclear fuerte actúa entre protones y neutrones, man- 
teniendo la cohesión del núcleo atómico (es la más intensa de todas 
las fuerzas conocidas). El núcleo tiene dimensiones menores que 10714 
m, y en lo que sigue nos ocuparemos de regiones con dimensiones mucho 
mayores que 1010 m, de modo que no tendremos en cuenta las fuerzas 


nucleares» 


CUERPOS CARGADOS 


- Para las interacciones a distancias mucho mayores que el alcance 
o rango de las fuerzas nucleares podemos resumir los resultados expe- 
rimentales diciendo oue un cuerpo cargado es aquél que puede ser some- 
tido a fuerzas electromesnéticas, es decir a fuerzas atractivas 0 re- 
pulsivas no gravitatorias. 
Para medir la fuerza total que actúa sobre un cuerpo podemos ana- 
lizer las interacciones del mismo en vacío con otros cuerpos (el esti- 
‘tamiento del resorte de un dinamómetro, el contrapeso que lo equilibra 


LB 


en una balanza, etc.) si está en reposo,o bien conociendo su masa 
podemos medir su aceleración cuando está en movimiento. Así habremos 
medido una fuerza neta F, de la vue podemos descontar la fuerza 
gravitatoria Fo; la diferencia obtenida será la contribución Fen 
de las fuerzas electromagnéticas, que sólo actúan sobre cuerpos car- 
gados: 
> > > 
Fy = Fg + Po o 

Existen solamente dos clases de carga, convencionalmente defi- 
nidas como positiva y negativa. Los cuerpos con igual tipo de carga 
se repelen y los de tipo contrario se atraen. 

Imaginemos un cuerpo cargado muy pequeño, cuya dimensión máxi- 
ma á es mucho menor (+? que las distancias ri 2 otros cuerpos 
(a «ri Y i), cuerpo al que denomineremos carga de prueba. Ubicando 
un cuerpo cargado (1) a una distancia r de la carga de prueba medi- 
remos una fuerza ñ sobre dicha carga. Si luego reemplazamos al 
cuerpo (1) por otro (2) a la misma distancia del de prueba y la fuer- 
za que medimos sobre Éste resulta ser iguel e la anterior G) = Fp), 
decimos cue los cuerpos (1) y (2) tienen la misma carga eléctrica. 
En estas experiencias, y en el resto de este Capítulo, suponáremos 
aue todos los cuerpos están en reposo y en equilibrio estético (sumas 


de fuerzas y de momentos sobre cada uno iguales a cero). 


La carga eléctrica satisface el principio de conservación, de 
modo que la carga total de un cuerpo o sistema es la suma algebraica 
de las cargas de sus componentes. Asignemos el signo (+) $ (-) a una 
carga según sea repelida o atraída por una sustancia vítrea cargada, 
respectivamente. A partir del principio de conservación y de la defi- 
nición dada de igualdad de cargas, definimos múltiplos (y submúlti- 
plos) de una carga dada. En particular, la unidad de carga se define 
arbitrariamente por sus efectos sobre otra carga igual, ambas puntua- 
les, ubicada a una cierta distancia. 

La inexistencia de un tercer tipo de carga se puede comprender 
a partir de que 

“Nunca se ha observado la atracción mutua de tres 
cuerpos cargados". 


(+) Por "mucho menor" entendemos que d/r<«<E,= error relativo en la 
mejor determinación de la distancia que podemos lograr, es decir 


aue el concepto de E<<1 dependede la calidad de nuestros ins- 
trumentos de medición» 
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En efecto, si A, B y C son tres cuerpos y suponemos que la fuer- 


a Fra entre los dos primeros es atractiva, y oue también lo es la 


Fie , ello implica cue A tiene carga distinta de da de B y distinta de 
la de C . Pero la fuerza de interacción restante, Fac» resulta ser re- 
pulsiva en todas las experiencias realizadas. Es decir que B y C tie- 
nen el único tipo de carga distinto del que tiene A. 

Por otra parte, si bien la asignación del signo (+) a la carga 
de tipo vítreo es arbitraria, de ninguna manera lo es el asignar sig- 
nos opuestos a las dos clases existentes. Esta convención refleja el 
hecho de aue si un cuerpo puntual A, colocado a una cierta distancia 
r de una carga de prueba, ejerce sobre ésta una fuerza F, y otro cuer- 
po puntual B, colocado en la misma posición, ejerce una fuerza con- 
traria, cuando colocamos ambos cuerpos en esa posición, la fuerza ne~ 
ta sobre la carga de prueba es nula. Este hecho experimental es una 
evidencia de la validez de los principios de conservación de la carga 
y de superposición de las fuerzas. 

Más especificamente, la carga total de un sisteme aislado no va- 


ría nunca, de manera que representa una de las constantes del sistema. 
Estos principios de conservación son la base de las experiencias que 
condujeron a formular las diversas leyes que iremos enunciandoo. 

Para las distancias características de los procesos macroscópi- 
710 m) la carga mínima detectada en un cuerpo es la del 
electrón, cuya magnitud indicaremos con la letra e y cuyo signo es 
negativo (q¿= -78 <0). 

Las sustancias que encontramos en la naturaleza son generalmente 
neutras, lo que resulta de la existencia en la mayor parte de los 
cuerpos de números iguales de cargas negativas (en los electrones) y 
positivas. Estas últimas están localizadas en los núcleos atómicos, 


cos (r>>10 


en partiícules llemadas protones (-1836 veces más pesados que un elec- 
trón). La configuración natural más sencilla es el átomo de hidrógeno 
que consta de un solo protón y un electrón. 

£n algunas sustancias las cargas se manifiestan por electrización 
(p.ej. por frotamiento). Estas cargas quedan localizadas en ciertas 
regiones del material, es decir que no se desplazan por el cuerpo. Ta- 
les sustancias se llaman aisladores o dieléctricos. En los cuerpos me- 
tálicos, por el contrario, las cargas se mueven por el cuerpo y alcan- 
zan un equilibrio cuando se ubican exclusivamente sobre la superficie. 
Estos materiales se denominan conductores. 


a 
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Se comprueba experimentalmente que las cargas móviles en los 
metales son las de los electrones (portadores). Los átomos despro- 
vistos de uno o varios electrones constituyen lo que llamamos iones 
positivos; en un metal los iones formen una configuración con una si- 
metría específica para cada material, llamada red cristalinas. Hay 
otros tipos de conductores, como les soluciones acuosas de las sales, 
donde las cargas móviles suelen ser iones de los dos signos (p.ej. 
los iones C17 y Na* para la solución de sal común). 

Hay un tercer tipo de materialea llamados semiconductores, en 
los cuales las cargas pueden moverse, aunque de una manera mucho más 
limitada que en los conductores. Cuando analícemos la conductividad 
en los distintos medios (Cap. 11) veremos que las propiedades de los 
semiconductores son, en cierto sentido, intermedias entre las de con- 
ductores y aisladores. La justificación fundada de esas propiedades 
requiere conocimientos de Teoría de Sólidos, fuera del alcance de 
nuestro curso. ` 


LEY DE COULOMB 


Como dijimos, supondremos que todas las carges en todos los 
cuerpos que consideremos están en reposo y en equilibrio estáticos 
Toda vez que se aplique una fuerza adicional (externa), las cargas se 
redistribuirén en cada cuerpo hasta alcanzar un nuevo estado de equi- 
librio. Solamente estudiaremos el comportamiento de sistemas en tal 
estado, en condiciones que llamamos electrostáticas. 


Comenzaremos por analizar cargas puntuales separadas por el 
vacío o por un medio muy tenue, como el aire seco. Por puntuales en- 
tendemos que sus dimensiones son mucho menores que las distancias en 
tre ellas, en el sentido ya precisado. 

Priestley (1767) y Cavendish (1772) fueron los primeros en in- 
vestigar las fuerzas entre estas cargas. Cavendish supuso que la fuer- 
za o = Fla, az) entre dos cargas puntuales a Y q era similar 
a la fuerza gravitatoria entre masas puntuales, es decir inversamente 
proporcional al cuadredo de la distancia entro ambas. De cumplirse 
esta hipótesis, es fácil demostrar que la fuorza en el interior de 
vn conductor esfárico hueco debe ser mula. Si la hipótosis sobre la 
Variación de la fuerza eléctrica con la distancia no cumple, ob- 
sorvando dos esforas metálicas concóntricas, a las que conectamos ano 
tre sí por un cable, el acercar uma carge al sistena so dobo nodir 
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elgún flujo neto de carga Aq hacia la esfera interior. 

En ninguna de las experiencias realizadas s€ ha medido flujo ne- 
to de carga» La precisión fue creciendo en sucesivos experimentos, de 
modo que si expresamós la dependencia con la distancia de la fuerza 


entre cargas como mr , los resultados sucesivos prueban que 


0,02 (Cavendish, 1772) 

5x10"? (Maxwell, 1870) 

2x107? (Plimpton y Lawton, 1936) 
3x10716 (Williams, Faller, Hill, 1971). 


lól< 


Resumiendo, podemos afirmar con gran precisión que mar? » 


Coulomb (1785) empleó una balenza de torsión para medir en forma 
directa la fuerza entre las cargas puntuales Y] Y 42» confirmando 
los resultados de Cavendish 


e -2 
Fiol~ TIZ 
y además estableciendo que (fig. 1): 


e)  Fi2= 


b) rut 
(la fusrza es proporcional e cada una 


de las cargas y, por lo tanto, al pro 
áncto de ambas); 


A > 
y An RO. 
(la fuerza actúa según la recta que 


une las posiciones de las cargas). 
a) La fuerza depende del medio ma- 


terial donde las cargas st en- E 
cuentran inmersas, y siempre es menor que la fuerza que sé mide en 


vacío. 


Los resultados (a,b,c) se pueden resumir en una sola expresión 
para la fuerza sobre la carga 7 cuando ésta interactúa con la 


carga 0) (fig. 1): 


GEEA 


R 1.1 
Horta lp { ) 
5 2 


c 


(+) Recordar que dos vectores paralelos son proporcionales» 


donde (5, - 52) a 
——— = r 
= > 12 
BERA 


Podemos expresar de inmediato la fuerza sobre qp áebida a 
a (basta con intercambiar los Índices l1=>2 en la eco 1.1): 


Pè (5, - $) CY) o 
Fn >= kaa 2 1l =-k AER aF 
21 2 Jz lz ate g apa 
[7 al EEA 
> > 
=> | +g =20 (1.2) 


Be decir que las fuerzas electrostáticas (llamadas coulombianas) 


setisfecen el principio de acción y reacción. 

El principio de superposición nos permite calcular la fuerza 
neta sobre una carge puntual q ubicada en Y en presencia de N 
cargas puntuales qy ubicadas en los puntos E e Dicha fuerza será 
la suma de las fuerzas que sobre q ejerce cada una de las cargas 
đa; porse arado, es decir en ausencia de las demáa cargas (fig. 2): 


N > > 
ES (F-1) 
(1.3) 


Esta expresión de la 
ley de Coulomb permite ās- 
cribir la fuerza neta sobre 
una carga debida a cualquier 


configuración de cargas pun- 


tuales. Desde el punto de vis 
ta de q , la fuerza se origina en las demás cargas, que son las 
fuentes de F. En general, asignaremos cooráenadas primadas 7i 
a (zí, Yi , zí) a las cargas "fuentes" y reservaremos el vector 

Fs (x,y,2) para el punto donde ubicamos una Carga de prueba, que 
denominaremos "punto campo". 


w 


y Cuando el medio que contiene las cargas es un gisļador tenue 
(p.ej. la mayoría de los gases a presión normal), la fuerza entre 
dos cargas puntuales varía según la ley (1.1), donde debemos 


-38 -= 
reemplazar la constante de proporcionalidad k por k’, cuya razón 
k/k = E (1.4) 


es un valor específico de cada material llamado coeficiente dieléc- 
trico. Si el medio es uniforme u homogéneo (es decir que Sus propie- 
dades son idénticas en todo punto), K = conste recibe el nombre đe 
constante dieléctrica. Según vimos en (d) siempre se mide E>1l> 


SISTEMAS DE UNIDADES 


Sabiendo que existe una carga mínima, la manera natural de defi- 
nir la unidad de carga sería tomar dicha unidad igual a la carge mí- 
nima, de modo que la cantidad de carge eléctrica q de un cuerpo es 
simplemente el uémero neto de cargas elementales del cuerpo multipli- 
cado por el valor de dicha carga elemental, o sea 


AS n)e (1.5) 
donde N, = número de cargas elementales positivas (cada una = + e) 
` Ņ >= número de cargas elementales negativas (cada una = -e) 


e= jae] = módulo de la carga del electrón (qe = - e). 
En el sistema de unidades que emplearemos) llamado Sistema Inter- 
nacional (S.l.) se elige como unidad un múltiplo arbitrario de €) 
llamado coulombio = C , tal que 


e = 1,60219 x 10790. (1.6) 


La definición precisa de esta unidad, que daremos en el Cap. III, 
se basa en las propiedades magnéticas de las corrientes eléctricas. 

Para definir mejor su significado podemos medir la fuerza entre 
dos cargas puntuales iguales a 1%, separadas por 1 metro ds distan- 
cia. Según (1.1), la fuerza Y entre ellas, expresada en Newtons, 
será numéricamente igual a la constante k: h 
Pp=]1F|= x M). 
Al medirla encontramos el valor 


k = 8,9875 x 107 9 9 x 109 yu? 0? a.m 


cuyas unidedes se derivan directamente de (1.1): 
Lol =P] EN Qena e?. 
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Bn el S.I. expresamos la constante k en Función de otra constante 
E, llamada permitividad del vacio, tal que 


e b -12 02 yr 2 
k me > t* 8,8542 x 10 e (1.8) 


A 


Cuando todavía no se conocía la relación intrínseca entre los fe- 
nómenos eléctricos y magnéticos, la unidad de carga fue definida fijan- 
do arbitrariamente la constante k= 1 y utilizando el sistema Cog.S. 
con el cm (longitud), el g (masa) y el s (tiempo) como unidades pri- 
mitivas. Todas las demás cantidades de dicho sistema son derivadas; 
en particular lo es la unidad electrostática de cargas 

ues (q)= stC0= f 
también llamada stat-Coulomb (stC) o Franklin (E 
La fuerza electrostática, entre dos cargas iguales a lf, separa- 


das por lem, al haberse elegido k=l, debe ser igual a ldina (d). 
Luego 


2 y 
14=1% = lfe a% cm = (ELN) on R 
em sS 


La conversión de un sistema al otro es inmediata, pues conocemos 
el valor de k en el S.I. La fuerza entre dos cargas de 1C separa 
das por 1m según (1.7) es aproximadamente igual a 9x 10% Ne La 
expresión de esa misma fuerza en el sistema c.gesoe» (donde k = 103 


es 2 0 
FP=aq r X= a= Y NF 
con a={(1 C expresado en Franklins) 
F= 9 x109 N= 9x20 x10 = 9 x10 ainas 
r=1m= 10? cm. 
Luego 
(L c)s r, 710° Yoxiodd = 3% 10 f (1.9) 


donde hemos escrito 3 en lugar del valor más exacto 2,99793. 
En particular, la carga del electrón en el sistema C.8.5.%. vale 


e = 1,60219 x107? x 2,99793 x10? = 4,80325 x107}? f . 


Las unidades electrostáticas (ues 6 CogoS.to) se definieron de 
manera independiente de las que miden los fenómenos magnéticos (elec 
tromegnéticas: uem ó c.g.S.om»). Veremos en el Cap» 111 que existe una 
releción esencial entre ambas clases de unidades, como consecuencia 
de la cual el valor de la constante k en el S.I. está relacionado 


zas 


con la velocidad de la luz en el vacío c. Numéricamente, resulta la 
expresión exacta k= 1077 o? (con las dimensiones correspondientes). 

En lo que sigue emplearemos casi exclusivamente el S.I. Sólo nos 
referiremos al otro sistema cuando aparezca alguna unidad de uso fre- 


cuente, como el Gauss, el cm, etc. 


CAMPO BLECPRICO 

Supongamos N cargas puntuales ubicadas en los puntos Tj (j = 
l, 2, +». N) y una carga de prueba éq en el punto F (fig. 3). La 
carga de prueba, como la hemos defi- 


nido, tiene dimensiones desprecia- 
bles en comparación con las distan- 
cias entre los cuerpos, y su propia 
carga es tan pequeña que la modifi- 
cación que produce en las fuerzas 
entre los cuerpos no es apreciables 
Según vimos en (1.3) la fuerza 
sobre óq ès j 


N > > 
a {Ter} - 
¿ok óq > aj -4 , | 
ju z-z] 


donde la sumatoria es una cantidad que no depende del valor de la 

carga ba y Aunque sí depende de la posición de esta carga. En otras 
palabras, esta suma miás una propiedad del punto F en presencia de 
las cargas fuentes ubicadas en sus posiciones de equilibrio. El campo 


vectorial a 
== (F-E) 
RO sE La (2.10) 
sq j=t i jz- ži] 


llamado campo eléctrico en el punto Y , nos permite obtener la fuer- 
za sobre cualguier carga puntual q colocada en Ta 


E, = a E(3) (1.11) 


La relación (1.10) suele expresarse como el límite para éq —>0 
del cociente 53/59 . Bste "límite" es una manera de expresar un 


| 


= ál- 


proceso ideal: disminuimos la carga fa y observamos que la relación 
$E/ éq se acerca a un valor constante que solamente depende del pun- 
to FT yde las cargas (fuentes) y sus posiciones relativas con res- 
pecto a ese punto. 

Para distribuciónes continuas de carga, como cables, chapas o vo- 
lúmenes cargados, definimos densidades de carga mediante las expre- 
siones: 


Sa (E) =A(39 áU (distribución lineal) 
$a(F") = 5 (F) $8” (distribución superficial) 


a(r) = pn ST’ (distribución en volumen) 
donde $U, 45°, £T' son los elementos de longitud, de área y de volu- 
men de las respectivas distribuciones. Las longitudes 
i 
sr, (6572, (sy 
deben ser despreciables en comparación con las dimensiones de los 
cuerpos y las distancias entre éstos. 


El campo eléctrico generado por una distribución continua se ob- 
tiene haciendo qj—> éa; (P) = sa (53) en (1.10): 


y Ez ; 
E(F)=x 2 $a (33) E 7 E — xk | d0(F7) m (1.12) 
J Tr- r-r 


donde la integral tendrá la forma (curvilínea, de superficie o de'vo= 
lumen) que corresponda a la distribución de fuentes. Bn, general, el 
campo É será una suma de varios términos de la forma (1.12), corres- 
pondientes a cuerpos extensos, más otros del tipo (1.10), provenien- 
tes de cuerpos muy pequeños o muy alejados (cargas puntuales). 

Al calcular una fuerza mediante la expresión (1.11) debemos obrar 
cuidadosamente, recordando la propiedad esencial de los conductores: 
en ellos las cargas se desplazan bajo la acción de las fuerzas eléc- 


tricas. Si introducimos una carga q puntual pero de magnitud apre- 


ciable, el campo que ella genera provocará una redistribución de las 


cargas sobre todo conductor próximo. En un tiempo muy breve se alcan- 
za una nueva configuración de equilibrio, generalmente distinta de 
la que teníamos antes de acercar la carga q. 

Para comprender mejor la importancia de este efecte consideremos 
un conductor inicialmente neutro. Si introducimos una carga puntual 
q>0 (fig. 4) los electrones libres del conductor serán atraídos por 
Q, dejando "huecos" de carga positiva en las zonas del conductor més 
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alejadas de la carge a, como se ve 
en la figuran. Bsta separación de car- 
gas producids en un conductor neutro 
es un ejemplo de redistribución pro- 
vocada por un campo exterior, proce- 
so conocido como inducción electros- 
tática. 

£s evidente cue el campo oue ac- 


q>0 


túa sobre una cerga q apreciable no 


es el misno que genera una da de += 

magnitud mucho menor y, en consecuencia, las distribuciones de carga 
en equilibrio serán muy distintas en ambos casos. Le allí la necesi- 
dad de precisar que las densidades en (1.12) son las que existen en 


el equilibrio electrostático, cue se alcanza cuando todos los despla- 


zemientos han cesado. 
Unidedes: Las densidades de carga tienen: 
[A] = cor? $ [r] = car? i [p] = c. 
El campo eléctrico, según (1.11), tiene (E) = [F)/([9]= Nu? 


pero, en la práctica, se utiliza otra relación derivada de la defini- 


ción del potencial electrostático. 


TEOREMA DE GAUSS: EXPRESION INTEGRAL 


Gauss (1831) analizó el flujo a través de una superficie cerrada 


del campo eléctrico creado por una carga puntual. Supongamos la carga 


a y las superficies esféricas 54 f 
(i = l, 2,...) con centro en la 

carge (fig. 5). El flujo È; de E 
a través de la superficie 5; es 


a 


| 
| 
| 
| 
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$ -5è as = 4 (4mrf) = amka. 
o or ri 


AN 
i 
"s T 
n particular, en el S.L. k= (467 => Q=a/€ Yi. 


gs decir cue el flujo del campo eléctrico es el mismo a través 


de todas las superficies esféricas con centro en la cerga_o,y ade- 


más es proporcional a la carga. 
Este resultado vale pera cualquier configuración electrostásica 


y para cualouier superficie cerrada, Sunongamos una distribución de 


cargas puntuales „aj (i=1,2,+..». N) ubicadas en posiciones Tí 
e imaginemos una superficie E 
cerrada S (fig. 6) que con- 

tiene a un número j de esas A 6 


cargas. Ordenemos los Índices 


primeras sean las interiores, 


A 
i 
de las q; de modo oue las j | . 
y las restantes exteriores a | 
| 


la superficie S. 


El campo eiéctrico genera- 


do por estas cargas en un pun 
to T es 


laang ES 


flujo de este campo a través de S será 


> (2-7) 
$- B.I =Z O AÑ 
izi 
S 


A 


Ss 


Como vimos al definir ángulo sólido (ecs. 30 y 31)% cada una de las 
interrales en esto sumatoria representa el ángulo sólido subtendido 


por toda l7 superficie S desde el vértice T; + =_7- 
E LIGE SL VETELEE Tj > Ar 
aQ, = d5 ETE 
perl 
a EEES) 47 si E interiora 5 
Luego, según (31): as. Tap, aR, =%4 do. si ří exteriora So 
5 Ss 


(+) Cuando citamos expresiones sin indicar Capítulo, como aoul, nos 
referimos a la Introducción (Análisis Vectorial). 


Por lo tento: y 
Pr (Za 


donde hemos llemado a(s)= 


la superficie 5. 
En resumen, el teorema de teorema de Gauss expresa que 


$ -fas ; a(s) (1.13) 
Es 


Este teorema describe una propiedad global o integral del campo 
eléctrico. Así formulado no permite hallar directamente el campo E 
en un punto. Sin embargo, es muy útil cuando la configuración de car- 


gas presenta cierto grado de simetría. 

Si la distribución es tan simétrica que nos permite conocer la 
dirección y el sentido del campo E(p.ej. en la fig. 5: B| F), nos 
conviene elegir una superficie S normal a E donde, además, el módu- 
lo E del campo sea constante, Para una superficie tal valen las re- 
laciones: 


Paz - fiss- agas = za > 145), 
s s Š o 


donde A es el área total de S. Luego B=q/(64) => 


EG) =al) 4 (1.14) 


donde É es el versor normal a S en el punto campo (cuya orientaciór 
deducimos directamente a partir de la simetría de las cargas) y q (S) 
es nuevamente la carga encerrada por S. Una superficie que satisface 
ambas condiciones (E/ A; E = const. sobre S) se denomina frecuente- 
mente gaussiana. 

Como veremos, también podemos obtener información sobre el campo 
en un punto utilizando superficies cilíndricas cuyas laterales sean 
tangentes al campo E, en cuyo caso el flujo neto $ sólo incluye 


las contribuciones de las bases, pues úS.E= 0 sobre la superficie 


lateral. 


pc y È? $ e 
A A A A E 
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FORMA LOCAL DEL TEOREMA DE GAUSS 

Para una distribución de cargas en volumen de densidad ep, la 
carga encerrada en una superficie S es 
a(s) JE pa 


5) 
donde 'Y(S) indica la región interior a S. Yx 
El teorema de la divergencia (A.12) nos permite expresar el flujo 


de E através de S como 
b- fa. E JE V.E 
vis) 


el cual, por el téorema de Gauss, es igual a ql(s)/£, » Luego: 


at V.E- jat i = at (V.E - £)- 


US) A Ys 
para toda superficie S. Esto sólo es posible si en cada punto inte- 
rior a: S se anula el integrando, es decir que 


Y. =- L (1.15) 


que es la expresión local local del teorema de Gauss, donde pi repre- 
senta la densided total de carga en el mismo punto Y donde medimos 


la divergencia del campo E. 
En general, la carga eléctrica puede encontrarse libre (es decir 


que reside en un cuerpo que puede moverse libremente, como un elec- 
trón en un conductor) y también puede hallarse ligada. Ejemplos de 
esta última condición son: la carga de un ion en la red cristalina 
de un metal, la carga neta de polarización en la superficie de un 
aislador, etc. La densidad pa en (1.15) es la densidad total, o 
sea la suma de las densidades locales de cargas libres y ligadas. 
El concepto de divergencia, expresado en la ecuación (25) nos 
permite interpretar la (1.15) de inmediato: las cargas puntuales po- 
sitivas son las fuentes del campo eléctrico (div > 0), mientras que 


las negativas son los sumideros del mismo (divĒ < 0). 

Es obvio que el teorema de Gauss en la forma global (1.13) se đe- 
duce inmediatamente a partir de la (1.15), por integración directa de 
ambos miembros, con lo cual se establece una completa equivalencia 
entre ambas expresiones. Sin embargo, experimentalmente se comprueba 
que la (1.15) sigue siendo válida fuera del equilibrio, aun para 
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condiciones que varían en el tiempo. En cambio, la ley de Coulomb, de 
la cual hemos deducido el teorema de Gauss, deja de valer para cargas 
en movimiento como expresión de la fuerza electromagnética total entre 
cargas» Por esta razón, en todo tratamiento sistemético de la teoría 
electromagnética clásica se parte de la forma local (1.15), 
sión general de los resultados experimentales, y de esa ecuación se de- 
duce la ley de Coulomb para el caso particular de condiciones electros- 
táticas. Maxwell eligió la (1.15) como una de las ecuaciones fundamen- 
tales de la Electrodinémica. 


como expre- 


FUERZAS SOBRE CUERPOS CARGADOS 


Calcularemos la fuerza sobre todo un cuerpo cue tiene cargas eléc- 
tricas distribuidas en elementos dq = dq (3) y que se encuentra en 
ecuilibrio en una región de campo eléctrico inhomogéneo E (F). Lea 


fuerza total sobre el cuerpo será 
- fa - fa (=) E (T) (1.16) 


E) 
todas las fuentes exteriores al cuerpo. Es obvio que, si bien sobre un 
en T actúan fuerzas de interacción F (da , dq”) 
dq” del mismo cuerpo, la suma de todas estas fuerzas 
es de la forma Æ Fídq,dq”), oue 
debe ser nula pues contiene simultáneamente a Fldq, da”) ya 

E (dq* Fí(d,d0%) + Fdo”, da)= 0, según vimos en 
(1.2). En realidad, la suposición de que las fuerzas totales de fuen- 


donde, en equilibrio electrostático, es el campo en Y debido a 


elemento de carga da 
con las cargas 
sobre todos los elementos dq 


, dq), tales que 


de la forma F,¿, 
todo análisis de interacciones. 


tes propias, son siempre nulas, está implícita en 

En general, la distribución de cargas en el equilibrio puede ser 
difícil de calcular, y su conócimiento implica la resolución completa 
del problema electrostático. 

Sin embargo, hay muchos casos donde la simetría permite la exis- 
tencia de distribuciones sencillas de cargas. P.ej. dos cables conduc- 
tores paralelos indefinidos pueden tener densidades de carga constan- 
tes (A,A), 
sin cortarse) habrá un punto P 
cable 2 
(A, à, >0), las cargas cercanas a P 


pero si están alabeados (es decir aue forman un ángulo 
en el cable 1 donde la distancia al 
es mínimz.. Si las densidades de carga tienen igual signo 


serán repelidas por las cargas del 


$ 


A e o A a EAE, 


AA o a in, 
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cable 2, con más fuerza que las más alejadas de éste. Como conse- 
cuencia, en el equilibrio resultará A, =D) Æ const., y lo mismo 
acurrirá con A,= A (Ë), de modo gue ambos serán inhomogéneas. Se 
puede demostrar, como lo haremos para densidades superficiales de 
carga, que conocer A(F) en todo punto de ambos cables es equiva- 
lente a conocer el campo eléctrico en todo el espacio. 

Si los cuerpos que interactúan son dieléctricos (aisladores) las 
cargas inducidas por polarización introducen una complicación adicio- 
nal, como veremos al discutir este efecto. La simple presencia de re- 


giones dieléctricas modiTica el campo que se mide en el vacio, y lo 
hace de un modo tanto más apreciable cuanto mayor sea el coeficiente 


dieléctrico K. 
En casos muy sencillos, de fuerte simetría, podemos tratar la in- 


teracción entre dos cuerpos l y 2 calculando primero, p+ej., el 
campo generado por todo el cuerpo 2 en un punto cualquiera f: 


z (z » {T-F°) 
E, (F)= k pue ) HP 


teta) 


y luego, integrando las PO sobre todas las cargas dq} (F) del 


cuerpo 1, como en (1.16), obtenemos: 
Fio = |daztž) BAD) ~ Fo fan 
rel) ———— 


que expresa la fuerza totel sobre el cuerpo 1 generada por el cuer- 
po 2. 

Bs obvio que la fuerza Ea, sobre el cuerpo 2 23 generada por el 
1l , satisface el principio de acción y reacción: Fiz + Fag = 0 (veri- 


ficarlo escribiendo explícitamente ambas expresiones). 

Verificar que la fuerza por unidad de longitud entre dos 
cables paralelos indefinidos cargados con densidades 

à, = 0,1 €/m y A = -0,03 C/m, separados por una distancia d= 2cm 
es atractiva, normal a ambos cables y de magnitud 2,7 x10? N/m e 

E, (Fp) aplicando el teorema de Gauss. 


Ejercicios 


Calcular el campo 


POTENCIAL BLECTROSTATICO 


Veremos que el campo eléctrico generado por una distribución es- 


tática de cargas puede calcularse inmediatamente a partir de una. fun- 


ción llamada potencial electrostático, cuyo gradiente es -E (F) 
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Primero comprobaremos esta afirmación para el campo generado en 
el punto P por una sola carga q ubicada en el punto PT”: 


E (E) = ka (F-F)/1F-FP a} 


Veremos que existe una función de F y de F” 


V(E,F) = kalZ- r|} + const. (1.17) 


tal que E(F)=-VYYV. 
Para demostrarlo calcularemos el gradiente con respecto a las 
coordenadas del punto campo (no primadas) de 


y ka [Fx =x 32 A a +22")? 


= (YO; =0,V = kq CH Z (x-z)? Ass (x; xy? 
3 3 J 15 d Al 


V(B)= kq |F- 


donde djxy = fiji daj = 0 = d Z (2 122 (3,33) 64 


= A A E Kalag Ps k: 
2 (x; =- x{) ; [Z cp] As |F- 3 => 
Y ska DRA 2 (x-a) = EP S 5 0 
FIE 


que es la componente i-ésima del campo eléctrico en el punto Y. 


Luego, la función V(F,7") dada por (1.17) satisface la condi- 
ción 


E(f) = -YY (1.18) 


Se ve de inmediato que el campo generado por un número cualquiera 


de cargas qa; ubicadas en posiciones E se obtiene análogamentez 


donde hemos llamado c a la constante que puede agregarse al potencial 


sín afectar el valor del campo eléctrico. 


Aplicando la identidad (4.3) al gradiente de Y resulta la condi- 


ción: a É 
V zE f (1.20) 


A O A A A A A e A UA AA 
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Según vimos en las ecs. (35) y (36), al conocer simultánesmente 
la divergencia y el rotor del campo eléctrico: 


V.E=2/e, $ YxE-=-0 


el teorema de Helmholtz nos da le expresión más general de este cam- 


AS EDESA 


po en función de un potencial escalar: 


) 
ÉE=-VYVY tal que A ! 
ia 


Es decir oue los resultados discutidos en esta sección son sólo un 
caso particular del teorema de Helmholtz. 

Para distribuciones continuas de carga vale la extensión natural 
de (1,19): 


$95 
v(T)= k Ž -eer +0 k fean +0 (1.21) 
i IF-*7 AS 
donde la forma de dq, due contiene a la ata correspondiente, 
depende del tipo de distribución (lineal, superficial, etc.) y la 


región de integración debe ser finita. 


Ejercicio: Pera probar (1.18) hemos demostrado la utilísima identidad 


V dF- 


(1.22) 


donóe el gradiente se calcula con respecto a las coordenadas de cam- 
po (no primadas). Verificar, aprovechando la simetría, cue el gra- 
diente con respecto a las coordenadas de fuentes (primadas) vale 


(1.23) 


CAMPOS CONSERVATIVOS. CONDICION ELECTROSTATICA 


Un campo vectorial A independiente del tiemmo es conservativo 


cuando se deriva de un campo escalar (F) denominado potencial 
de A, es decir que existe una función $ (5) tal que 
A = 70 E (1.24) 


Cuando se cumple esta condición resulta que 


bz) = -Z pax, E -FẸ do -E.d (1.25) 
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es un diferencial exzcto. 
En particular, si =-VU representa un campo de fuerzas, 


el trabajo mecánico necesario pera trasladar una partícula puntual 
entre las posiciones A y B será igual en magnitud pero contrario 
al trabajo realizado por el campo F. Es decir que el trabajo de la 
partícula (o del agente que la impulsa) vale 


rm u(B) 
Yan =- jare F = + ja = U(B)-u(a) =A (1.26) 
F(A) è UiA) 


donde, según (1.25), F.dr =-dU. En este caso U(F) es la energía 
potencial de la partícula en el campo de fuerzas F(F) . Naturalmen- 
te, el trabajo del cammo será - AU. Si el camino entre A y B es 
cerrado (A = B) resulta 


ma PFO. (Q.27) 


Las condiciones (1.24) y (1.27) pueden emplearse indistintamente 
pera definir el carácter conservativo de un campo, pero a menudo re- 
sulta muy útil la condición alternativa 

Vxi=0 (1.20) 
que resulta de aplicar la identidad (4.3) a un campo cualquiers que 
deriva de un potencial. Por el teorema de Stokes, las (1.20) y (1.27) 
expresadas para un mismo campo son equivalentes, ya que para un cami- 
no cerrado 4% se verifica: 


d. E =J] d5. YxB=<0Ys => VxE=-0. 
£ st) ` 
El significado físico de estas condiciones equivalentes se com- 
prende fácilmente considerando una masa puntual m souetiás a un 
campo de fuerzas F=-VYU donde sdmitiremos por ahora que el po- 
tencial pueda variar en el tiempo, o sea que U-=U (4,0. y 
Multiplicando escalarmente por la velocidad Y= df/at de la 
partícula ambos miembros de la ecuación de Newton, tenemos: i 
Fa a => V.F = ar -$ (nv?) = = = n 
donde T es la energía cinética de la masa m , cuya variación tem- 
poral representa la potencia P entregada a _m por el campo F: 


P = 07/4t = V.F (1.28) 
Luego, E - vu. E (1.29) 


Como ya vimos al comparar las derivadas total, local y convec- 
tiva (ec. 10): 


Ax, > 
a i ar 
ES DUZ BUG 040 + VO e 
ar au 
= o Vae LE S (1.30) 
Igualando (1.29) y (1.30) result 
AT, A (1.31) 


donde (T+U) es l2 energía total de la masa m. (Notemos que la 
energía total resulta ser la suma de T más U porque definimos el 
campo escalar U de modo que F=-VYU en lugar de F=+VYU). 
La derivada de la energía total sólo se anula si 3¿U = 0, es 
decir que la energía total se conserva cuando F es independiente 
del tiempo, además de cumplir la condición (1.24) ó sus eouivalen- 
tes. Como vimos al definir la derivada total de un escalar, la con- 
servación de la energía significa que esta cantidad es la misma 
en todos los puntos de la trayectoria de la partícula, o sea oue es 


una constante del movimiento. 
Estas condiciones de conservación se cumplen para las fuerzas 


2 iz 
coulombianss, ya cue sobre una carga q ubicada en un campo E (FT) 
actúa uns fuerza ú 

F-aT(F)=-9Vv=-V0, 


de modo que la energía potenci2l electrostática de la carga q en 


el campo E=-VYVes 
a Y (1.32) 


definida, como ocurre con el potencial V,a menos de una constante. 


En general nos interesa calcular diferencias de energía potencial 


entre dos estados de un sistema, o bien se fija la energía de refe- 
rencia U=0 mediante condiciones apropiadas (p.ej. U=0 en el in- 
finito: U-=aY, en una superficie conductora 5,5 etc.). 


Ya vimos que el campo eléctrico satisface la condición 


VxE=0 (1.20) 
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y sus equivalentes F- -VF¥; fas o. (1.33) 


Estas ecuaciones son tan características del campo coulombiano que, 
a menudo, llamamos condición electrostática a lá (1.20) 
que existen sistemas con cargas en movimient 
misma condición, como p.ej. 


a pesar de 


o donde se cumple esta 


un conductor pasivo por el cual circula 
una corriente eléctrica continua (Cap. 11). 


Unidades: De (1.32) resulta la unidad de potencial electrostático: 


[v]= [H] /{a]= 30s y. Voltio, 


y de (1.18) se obtiene la unidad más usual del campo eléctrico: 


[51-90 = [(v]/ [E] = ws. 


DIFERENCIA DE POTENCIAL 

El potencial V de un punto F es arbitrar. 
nirlo unívocamente. 
cial Av 
y es independiente de la elección 
la expresión (1.19), 

En efecto, llamando $ 
valente) en (1.21), resulta la siguiente e 
de potencial entre los puntos A y B: 


AT SWD -WD = [Ape] [$ +e] - $g) - E, 


que es independiente de la constante 


que hagamos de la constante c en 


E 

Para una distribución de cargas de extensión finita (limitada en 
el espacio) podemos calcular el potencial Y 
mente alejados mediante 


para puntos indefinida 


a 
00) = li Ť) =11 Zerr ie e 
v (00) = lim v(F) Tim k retes e” 


PEO E, 


pues ia |F- E 


Es decir que la constante Cc que figu- 
tra en la definición del potencial expresa "el potencial e 


to" de una configuración finita de cargas. 
Para este tipo de distribución, pero si la 
hasta sl infinito esta elección particular 


n el infini- 
Bn general elegimos c=0 
configuración se extiende 
no es posible. 


lo y no podemos defi. 


Lo que sí podemos medir es la diferencia de poten- 


entre dos puntos. Esta cantidad está completamente definida 


a la sumatoria (o a la integral equi- 
xpresión para la diferencia 


Es a red 


dB 


un cable rectilíneo indefinido car- 


Para verlo consideremos po 
gado con densidad lineal A=const. El potencial en un punto Y no 
se puede obtener por integración directa, ya que la expresión (1.21), 
que sólo es válida para una región finita, diverge en muestro cazo. 
Aplicando el teorema de Gauss a un cilindro de radio R se obtiene 
directamente 


> A 
E = 


A F=RÉ 

== i = PE 
216,5 R , siendo r z 
(expresamos las cantidades en coordenadas cilínárices con eje en el 
cable). Luego, la diferencia de potencial entre dos puntos A y B, 


ubicados a distancios respectivas a y b del cable, será: 


¿/Nlb) 5 
Ary Y faw fr 
a 


v(a 


a 


Ei a A LA 
donde dP.E= {aRĝ+adz2).{ aa Y) 
a 
t à far A ay. (1.34) 
N = zJ smg PO) 


Si tomamos a—>æ y elegimos arbitrariamente Ya = 0, como en 
una distribución finita, resulta 


. Al ám(2) 
Va = lin AV = yig atp =o 


para todo punto B ubicado a distancia finita del cable. Esta incon- 
gruencia aparente se debe a la presencia ag cargas en el infinito 
(en los "puntos" z=200), La dificultad se supera fácilmente eli- 
siendo como referencia el potencial a una distancia finita. Poejo 
podemos fijar como Y=0 el potencial en A, y expresar el poten- 


cial en un punto YT cualguiera como 


= > A A 
(2.34) v) = v(m- Vir) = mmama- 3 MR, 

Y, =X iendo T =aĝ+z 
que es de la forma V(F) = FE, InR+c, sie E 


La constante c resulta ser igual a (A/2€,) lna , y es obvio que 
verifica la condición V(F,)= 0. 

El cuerpo cue elegimos arbitrariamente para el cero del potencisl 
se denomina tierra. En un eguipo eléctrico se suele elegir como refe- 
rencia (V=0) el chasis metálico. Que un punto del ecuipo esté y + 3V 


significa que la diferencia de potencial entre ese punto y el chasis 


(que por ser conductor es un eguipotencial, según veremos) es de 
Si hubiéramos elegido como tierra œ ese punto particular, el chasis 
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estaría a un potencial de -3Y. Cuando hablamos del "potencial de un 
punto" siempre nos referimos a la diferencia de potencial entre dicho 
punto y otro de referencia o tierra, 
Para analizar el significado físico de la diferencia de potencial 
entre dos puntos A y B consideremos una carga de prueba fa que 
se mueve entre esos puntos, Si la velocidad de la carga es apreciable 
la fuerza sobre ella debida a otros cuerpos cargados no es, en gene- 
ral, coulombiana (se deben agregar términos magnéticos), y la energía 
cinética debe tenerse en cuenta en el cálculo gue sigue. Para simpli- 
ficar suponáremos que el movimiento de Ía es infinitamente lento. 
En estas condiciones el trabajo de la carga, como en (1.26), rez 
sulta ser 


Mg = ŚU(B) - $u(a)= Sa[v(s) - vía)]= $4 0v, 


o sea que la diferencia de potencial 
Are Has) E Mas) an 
$2 a $9 le 


$4 
es el trabajo por unidad de carga realizado por ĝa para pasar de 
A a B, opuesto al que debe realizar el campo eléctrico, e igual a 
la variación de la energía potencial por unidad de carge entre esos 
puntos. Con el mismo criterio ya comentado, solemos referirnos a la 
"energía potencial de un punto", entendiendo por ésta a la diferencia 
de energía potencial entre ese punto y el que elegimos como referen- 
cia, tal que i 


Uef = 4Ypepã™ 0. 


MOMENTOS DE UNA DISTRIBUCION FINITA DE CARGAS 


Consideremos N cargas - me sei 
puntuales In distribui- 
das en posiciones Ta 


(fig. 7). Elegiremos un 
origen de coordenadas O 
cerca del centro geométri- 
co de la distribución. 

Nos proponemos calcu- 
lar el potencial V(YT) en 
un punto muy alejado de 


las cargas, tal que A Sare i i E 


.5- 


F- 72 | = r>»rí y mo. 
La expresión exacta de este potencial está dada por (1.19), don- 


de elegimos =0 porque la distribución de cargas es finita: 


> 1 
Í) =k A 
TR Z > i aein) 28 
Ter y 
2 2 ly Ya -1 m m -y2 
donde = (ró- 27. Fo + 1/0) =”riG-2 +5 
F.K) ri E (1.35) 
lar y Lot, 
on y? E r? È 


Si despreciamos este último término (infinitésimo de segundo or- 
den) y retenemos el segundo en (1.35), podemos desarrollar esa ex- 
presión en serie de Taylor hasta el primer orden; para ello emplea- 


mos la aproximación F. FL 
ao be con E£=2—¿2<1. 


y 
E 
=> -1 
Luego |e- ra lar (+ z) 
x a Fe Ta am y ie 
=3 ve Z, lis = piza +k Žoan 3 Ta 
=> SS AE LE. ¡CANES (1.36) 


En este expresión aparecen os factores que describen inportan- 


tes propiedades de la distribución de cargas: 


Q es la carga total de la configuración; 


Žan% 3 Y es su momento dipolar eléctrico. 


Para interpretar físicamente el significado del momento dipolar 


consideremos por separado las cargas positivas y negativas de la 


y 
distribución. Sean Eo e 
Zo Zon Zla 
Esma y 2 s mnm , 
m m 3 am <= [Sm] i 


dos vectores que definen las posiciones de los centros de carga posi- 


va y negativ: r: tivament L signi - n las suma- 

tiva iva, respec amı e. Los os (+) y (-) e BS sum 
a a e sumamo o ismo signo» 

torias indican qui s solamente las cargas de un mismo sign 
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Eata definición es la misma que empleamos para el centro de masa de 


un sistema de partículas. 


Las magnitudes de la carga positiva y negativa son, respectiva- 


mente, 
o li los 
3m y a. q s q 
tu Kei] _ a | al Ž ia 
>. = 
PAPA ; ES 


> > Sí = = > 
=> F= a, E * Ln m= y ROLAR 


All 


de moño que 


(1.37) 


es decir que el momento dipolar va del centro de carga negativa al 
centro positivo, y es una medida (ponderada por las cargas) de la se- 
paración entre las cargas netas de los distintos signos. 

La expresión (1.36) toma la forma, válida hasta primer orden: 


ás 


V(B) = cr E 
r w 


Para una configuración no neutra, como p.ej» un ion u otro cuer- 
po cargado, con Q = 8, ~- Q. + 0, el primer término domina la ex- 
presión (1.38) para puntos muy alejados, pues 


(1.38) 


kp.F/rM -| pcos 9/r? S rese), p la, R, -a_ E] 
xQ/r Q/r Qr qQri7 Qr $ 
lk] Je a RI e E 
= + << l. 
Qr Qr Q r Q T 
Luego V(F) = kQ/r, que es el potencial de una carga puntual de va- 


lor Q ubicada én el origen. 
Para una configuración neutra (Q=0) la (1.38) da: 


(1.39) 


donde el subináice (à) se debe a la calificación de dipolar que se da 


a este tipo de distribución que, vista desde una distancia muy grande, 


se comporte como un par de cargas puntuales opuestas (q, = Q_) cuyo mo- 
mento dipolar 


P=0, (E, -E)=0,A (1.40) 


es un vector que parte del centro E y termina en el centro EN . 


o ACC h DAS Jia 


7 a 


Si la configuración finita de cargas no se encuentra cerco del 
origen 0, sino que está localizada en las inmedisciones de un punto 
F”, el potencial dipolar (1.39) toma la forma 


va (5) =k EE 


4 
4 


(1.41) 


que se obtiene simplemente reemplazando (F-Fp) = F por (P-F). 
< Si hubiéramos retenido sistemáticamente los términos de segundo 
orden Cri r)? en el desarrollo de (1.35), el potencial en T con- 
tendría un tercer término aue varía como M3. Este término, des- 
preciable para distribuciones unipolares (con carga neta Q# 0) y 
pera configuraciones dipolares (con Q = 0 pero p 0), puede do- 
minar la expresión del potencial cuando simultáneamente Q = p= 0. 

Este caso corresponde a una distribución de cargas cuyos momentos 


dipolares tienen dos orientaciones opuestas, o sea que 


P-25,+ 25, = E +? o 


o 2 e A Il-7} 


1 


y se denomina cuadrupolar, pues el mínimo número de cargas necesa- 
rias para crearla es cuatro (dos formando un dipolo de momento ñ 
y las otras dos formando un dipolo opuesto). 

&l desarrollo completo del potencial v(F), llamado multipolar, 
contiene infinitos términos, naturalmente. En la práctica son sufi- 
cientes unos pocos para describir adecuedamente el comportamiento de 
una configuración finita vista desde une gran distancia. Estos tér- 
minos corresponden a agrupamientos de las cargas en potencias de 2 
(de a dos, de 2 cuatro, etc.), cuya contribución al potencial V (F) 


varía como r”, según el siguiente escuema: 


n 2 Grupo Variación Cantidad 
con r característica 
o i unipolo rl Q (escalar) 
Y 2 dipolo y? Y (vector) 
2 4 cuadrupolo 13 T (tensor) 
3 8 octupolo rt LE URR TUNS 
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DIPOLO ELECTRICO 


Un dipolo es un par de cargas de igual f 
megnitud y de signos contrarios separadas | 
por una distancia finita, El potencial que 
genera en cualquier punto Y del espacio 
es (fig. 8): 


WE) =- ka ]7- z|} +kq|s- FAT? (1.42) 
expresión que para W = -E/2 $ F= + y2 
toma la forma 


YE) = xka (3-02 | JEsi (2), 


Visto desde un punto muy alejado, tal que ! 


le L>> jel, el par de cargas constituye lo que llamamos un dipolo pun- 
tual de momento dipolar P= qf y potencial val?) dado por la ex- 


4 orientado desde la carga 
esponde a la definición de AR en 


presión (1.39). Vemos que la elección de 
negativa hacia la positiva corr: 
(1.40). 


S par de cargas puntuales varía como 
r”” (siendo r la distancia entre ellas), 


tros de carga positiva y negativa es muy p 
eléctrico. Desde el punto «e vista electros 


rísticas del sistema. 
A partir del potencial (1.39) 


en un punto muy alejado del dipolo 
de E4 vale 


podemos calcular el campo E(P) 
ir>t). la componente i-ésima 


Ey = -a V¿= -9, (k =>) =-x r33 


3 EE (BF) r73 


donde 6-9, 2 PX, > Z pyd ixe =Z obi = P 
50 Y. 
E (Zahn 


=-309x,. 


3 2% pS - 
aZ axir Gerard CA 


2 e 
"= P.e pz: rr zo. 


Eligiendo coordenadas cilín- 
dricas con el eje según £ 
(fig. 9) tenemos: 


P=p?%; T=RR+22 


Luego (verificarlo): 


Bp = (6/7) (3p28) : E ; 
Ey= O (axisimétrico) AA 
E, = (erf) (2p2?-R?). í E 


En la fig. 9 se graficen las líneas ĉe campo {tangentes a E en cada 


punto) correspondientes. 


FUER2AS Y MOMENTOS SOBRE UN DIPOLO EN UN CAMPO EXTERIOR 


> z, ST E 
Sea un dipolo cuyas cargas son -q en F y +q sa (F+ ST); ai 
cado en una región donde actúa un campo eléctrico E (Y) generado 
por fuentes lejanas. : 
7 öl campo en el punto (Y+ 4f) se puede estimar fácilmente a 
partir del valor de E en T, cuando js? fe} |. Para cada componente 


E; hacemos un desarrollo de Taylor: 


2 
Bi (F+ ¿F) = E, (F) + 9,5, Sx + dEi Sy + 9,E, $2 + o(srf), 


donde las djEi son las componentes del gradiente de E, 0 sea que 


Ej (F+ $7) = E¿(F)+ Sr .VB, (i=1,2,3) 
AS a de 
expresión que resumimos como E(F+67)= E(2)+(8$7.V) E. AD 
i El momento dipolar del sistema es = q F y la fuerza tota 


sobre el dipolo es SA DN Ss 
Eq = E ()+a E (F+ sF). 


Luego (1.44) => m 
Fat -aE +a El) +a (FVE = (GE (1:90) 
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fate fuerza se anula para un campo homogéneo {independiente de 
la posición r), y sólo actúa cuando existe una diferencia neta entre 
las fuerzas sobre la carga positiva y la negativa. Se puede reexpre- 
sar recordando el concepto de derivada direccional (ec. 9): 

> A > 

- A de > 
P=pPp»b —> Pa¿=p(P NE =p pE $ (1.46) 
P.ej., la fuerza debida a un campo É sobre un dipolo paralelo al 
á EA AS 
eje y (tal que F = pf) sólo será significativa si alguna de las 
derivadas dEi es distinta de cero. 
Ejercicio: Aplicando (1.46) verificar que la fuerza sobre un dipolo 
puntual de momento P = pf ubicado en T=x%, ejercida 

por una carga q ubicada en el origen, es igual a (kpa x3) . Com- 


parar el resultado hallado con la fuerza del dipolo sobre la carga 
que se calcula mediante (1.43). i 


El momento de las fuerzas eléctricas que actúan sobre un conjun- 
to de partículas localizadas en los puntos T; (i=1,2,+.. N), me- 
dido respecto del origen, es $ ' 


e A a x = 
E-Z f2 aF; x E(T}) . El 
E i= i= 
Para el dipolo puntual con -q en T y fq en (F+ 4T) el momento 
de las fuerzas del campo E(P) es 

Ma =-arx E (Ë) + a (F+ 57) xE (2+ $7) 
con E(P+ $T) dado por (1.44); llamando E = E(F): 
= -qT xË +Q(F+ó7)x(E+ ¿T. VE) = 
x ESE + AE RIE) E SFxE+qóPTx(ST.Y)E= 
Fxla P.VME + (q sT) xE + (a 57) x (SF .V)É 


4 


u 


donde q éF = F, y el último término es de segundo orden pues con- 
cc o ie un dipolo patu, lo despreciamos como 
E a j a narro lo aproximado (1.44). Por otra parte, 
primer término es TxF¿, según (1.45). 
Luego, 


zn 


TxPy+pxB (2.47) 


cuyo primer término es obviamente el momento de Pa con respecto al 
origen elegido (centro de momentos) y varía al cambiar la posición 


=- 6l -= 


de éste. Bn cambio, el segundo término es la cupla que tiende a eli- 
el campo exterior, y €S claramente independiente 


near al dipolo con 
del centro de momentos elegidos 
equilibrio pare un dipolo puntual en un campo 


las condiciones de 
exterior É(F), según (1.46) y (1.47), serán entonces: 


my 
[i] 
o 


Fa = Pop y  FxE=0 (1.43) 


Le primera se cumple cuando se anulan las derivadas direccionales 


2E (en particular esto $2 cumple para un campo uniforme), y la se- 
əs paralelo al campo 


gunda se verifica cuando el momento dipolar FJ 
E. Para discutir adecuadamente 21 problema del equilibrio nos con- 


viene analizar la energía potencial zł åipolo. 


ENERGIA POTENCIAL DS UN DIPOLO 


Le energía potencial de dos cargas puntuales (-q en T y +a 
en F+67) ubicadas en una región donde el potencial electrostático 
debido a fuentes exteriores varía como ¥(f) es; según (1.32): 

Ua = -q Y(T)+ aY {T+ $5). 


Para un dipolo puntual con Y = 2357 polemos aproximar: 


V(F+ 4)  V(P)+ ¿TF .YV 


despreciardo los términos de segundo orden en el correspondiente de- 


sarrollo de Taylor. Aquí YY =- É(F), ds modo que 


E = -yé E zast- Ea pE |. (1.49) 


ón representa sólo la energía potencial de interac- 
nergía elec- 


Esta expresi 
1 dipolo con el campo exterior y no incluye le e 


ción de 
configuración (asociada a la fuerza entre 


trostática propia de la 
-q y +q), que analizaremos más adelante. 
Como verificación, a partir de la (1.49) podemos recalcular la 


fuerza exterior sobre el áipolos 

Fa = -Vua =V. E) (1.50) 
Esta expresión, más general que la (1,45), se puede transformar em- 
pleando la identidad (4.11): 


VB.) = (8. JE + (ES) 5 + px(V xE) + Ex( xp) 


= 2 = 


donde en general F no depende de la posición T, 
gundo y el cuarto términos son nulos y resulta 


de modo que el se- 


Pa=V(É.E) -= TWME+E(Vx E), (1.51) 


cuyo primer término es la fuerza Fa recién calculada, Según vimos 


ən (1.20) el segundo término se anula en condiciones electrostáticas 
(pues VxE = 0), de manera que recuperamos la expresión (1.45) para 
Pq + Cuando el campo eléctrico varía en el tiempo, su rotor no eS 
nulo y el segundo término subsiste en la expresión general de la 


Podemos utilizar la (1.49) para analizar el equilibrio de un di- 
polo en un campo exterior. Llamando ə 1 o entre y ene 
al ángul t E t 
P E 


U¿=-pEcoso (-T<ozZz+1) 


cayo Malons alcanza para 68 -0 {cuando F es antiparalelo a E: 
equilibrio inestable) y Cuyo mínimo se obtiene para 9=0 (Í y E 
paralelos: equilibrio estable). 


ECUACIONES DE POISSON Y DE_LAPLACR 
AAA RADA Y DR LAPLACR 


en toda una región del espacio, 
ompletamente resuelto, ya que 


del potencial se deriva inmediatamente el campo E, Que es lo que ne 


Esta relación se conoce como ecuación de Poisson cuando la densidad 
tuacion de Poisson 


de car. P+ 
gas pÆ 0. En los puntos donde no hay carga eléctrica íP=0) 


tenemos el caso particular 
Viv=0 


llamada ecuación de Laplace. 
HSiación de Laplace 


(2.53) 


A E A Tonéa en derivadas parciales de se- 
condiciones de Contorno adecuadas, en 

cuyo caso la solución aue encontremos será única. Aunque no To har 

es posible demostrar que existe un único potencial VIP) que 


| 
| 


- 63 - 


satisface la (1.52) o la (1.53), según el caso, y que al mismo tiem- 
po cumple un conjunto de condiciones del tipo siguiente: 


se conoce Y(T} en todo punto de una 


a) Condición de Dirichlet: 
superficie cerrada S. 

b) Condición de Neumann: se conoce En =-£ .VY en todo punto de 
una S cerrada. 

c} Condiciones mixtas: en una parte de S cerrada se conoce el 
potencial V, y en el resto se conoce la componente B, del 
campo eléctrico. 

Una parte de la superficie S puede estar en el infinito. Lo 

esencial parz que encontremos una solución única de la ecuación de 

Poisson es que S encierre completamente (aun por el infinito) a la 


resión donde calculamos el potencial. En ese caso, se puede demos- 
(ó E, en el caso b) en todo punto 
en todo punto inte- 


trar que basta con conocer V (Y) 
de la superficie S y también la densidad 1153) 
rior, para poder hallar V(Y). Los métodos de resolución de la ecua- 
ción (1.53) son el núcleo de la teoría del potencial, un tema central 
de la Física Matemática. En muy pocos casos, cuando existe una sime- 
tría muy pronunciada, se puede expresar la solución de este problema 
con condiciones de contorno como alguna combinación de funciones ele- 
mentales. En general debemos recurrir a métodos numéricos bara obte- 
ner soluciones aproximadas mediante computadora. 

Como ejemplo sencillo calcularemos el potencial en la región li- 
mitada por dos cilindros indefinidos de 
radios a y b, es decir para a<R<b 
(fig. 10). Como datos, conocemos los 
potenciales en los dos cilindros con- 


ductores que encierran la región: 
VíR=a) = Y¿ = const.; V(R=b)= V,=const. 
Partimos de la expresión del la- 


placiano en las coordenadas más apro- 


piadas (cilíndricas): 


aio 103 
VOY = Ea 


Lav əv 
E agt 


eah + 


donde, por simetria, ð V= y= 0,0 


sea cue 


V=Vv(2R). 
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2 1d 
L E av 
uego VYV*“Y= a (R am = 0 para a<R<b, donde P=0. 


Como en esta región RÆ 0, 


å ay y i 
LE (a es dy 
aR (R 37) 0 = Rd moy = comet. —>dV= 0 E, 
Integrando ambos miembros de esta última ecuación resulta 
Y(R) = c) lnR + cp (1.54) 
donde figuran dos constantes indeterminadas. 
mos las condiciones de contorno: 
v x pe ; 

(a) Ina + e, = Y, ; V(b)= e lnb + e, = Y 
Resolvemos este par de ecuaciones lineales en las incó 
Y, reemplazando en (1.54), 


b e 
gnitas SS 
obtenemos (verificarlo): 
Va In(R/b) = Vln (Ra) 

ln (a/b) 
Es fácil ver que sustituyendo R=a,b 
diciones đe contorno. 


V(R) = 


en V(R) se cumplen las con- 


LINEAS DE CAMPO Y SUPERFICIES EQUIPOTENCIALES 


Las propiedades geométricas del campo eléctrico permiten estimar 
el comportamiento del mismo sin calcularlo exact 


amente en tod 
Las líneas de campo ( PEE 


o de fue Y i 
gentes en tođo punto al campo Ar R an Ta 
la fig. ll. Las superficies 
que unen puntos de igual po- 
tencial se llamen egúipoten- 
ciales (un ejemplo lo áan 
las Si y 5p en la fig. 11). 
Estas son las superficies 
de nivel de la función v(F). 
Si dos puntos tiénen 
distintos potenciales, las 
superficies equipotenciales 
que pasan por ellos deben 
ser distintas, ya que si tu- 
vieran un punto común, el 


como las Ži y L en 


podemos integrar una vez con respecto a R: 
a 3 


Para calcularlas emplea- 


A A AN ARENAS NEAL 
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potencial en ese punto tendría dos valores diferentes. 
Sea 5, la superficie equipotencial correspondiente a un po- 
tencial constante Y (fig. 11). Luego, a todo desplazamiento ar 


sobre la superficie S] le corresponde una variación nula en el po- 


tencial V(F), o sea, 
(a) =VV.dF=-E.dr-0 => Elar. 
BR 


Es decir que el campo E es normal a toda superficie equipotencial, 
lo que ya hablamos demostrado para el gradiente de una función esca- 
lar y las superficies de nivel de esta función (ec. 14). 

Las ecuaciones que describen las líneas de campo se deducen in- 
mediatamente de su definición, ya que todo elemento de longitud 
ar = (dx, dy, dz) 
en cada punto de la misma, o sea que en cada Ý debe existir un es- 


sobre una línea debe ser paralelo al vector E 


Calar œ tal que 
dF=sxaÉ —> dx, =eB, (i=1,2,3) 


dx _ dy „åz (1.55) 


Estas ecuaciones diferenciales permiten construir numéricamente las 
líneas de campo si conocemos las componentes Bi + En efecto, p.ej. 
(x,y) aun desplazamiento Ôx muy pequeño a partir 
de un punto inicial (x, Yọ) le corresponde una variación según y 2 


en el plano 


z X = X,+ Âx 
Dy= Haz que lleva al panto f 1 S A By 


Por el mismo procedimiento obtenemos las coordenadas de (xa? Ya) e 
partir de 1 A Yn-1)* Xa = Kai? Ax; Ya“ Ya? (B7/E2)p 3 DR 4 
Así habremos obtenido una sucesión de puntos que, unidos, nos per- 
miten graficar la linea en el plano (x,y). El procedimiento se repi- 
te para cualguier per de coordenadas, siempre que las líneas de cam- 
po tengan tangente definida en cada punto y que el paso de inte- 


gración Ax, sen 
Por definición, las líneas de fuerza coinciden con el campo en 


suficientemente pequeño. 


dirección y sentido pero, además, permiten estimar la magnitud de E. 
En efecto, consideremos las líneas de campo que cortan a la curva Ce- 
rrada A (fig. 11). Vemos que forman una superficie tubular llamada 
tubo de flujo. Aplicando el teorema de Gauss (1.13) e la superficie 
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y por la porción YT de 


tubo entre ellas tenemos: 
E «E+ ffá.Eso 
sí) 


sito 
pues en las paredes del tubo d3,E=0 


que en esta porción no hay carga encerrada. 
y 8 ty son muy pequeñas, resulta: 


cerrada formada por las tapas 5 (4) , 5 (6) 
2 
en 


todo punto, y suponemos 
Si las secciones S$ £) 


> > E 
AS, +B] + 6S,.E,=0 
Ez asg an/às; 


E as} ansas, iao” Gae) 


Adonde es el número de e po en e nterior de ubo , 
dond: aN l núm de líneas de campo 1 int del tub 


que es idéntico para ambas secciones, y n = dN/dS es la densidad 
S fici 
uperficial de líneas de campo. La relación (1.56) contiene la defi- 


nición clásica de la magnitud i 
a, gn: del campo eléctrico, que resulta ser 


Za e inversamente proporcional j 
da a la sección del tubo de flujo en cada 


E A A 
s obvio que el flujo del campo eléctrico es constante a través 

de toda superficie que corte al tubo: =$ 
a Tz 


= const. i 
a A st. De allí proviene 


TIN i para un fluido, el tubo transporta flujo de una su- 
P sis equipotencial a otra. La invariancia del flujo permite esti- 
mar fácilmente el comportamiento del campo (fig. 12) 


12-a í 12-b 


E, >E, pues 5,< S, 


BOREMA DE BARNSHAW 


Las moléculas y los átomos neutros aon, en general, 


e gura 
nes de cargas estables, e S 


Cuando se descubrió el electrón (Fado Thomson, 


ect P. i 
amente proporcional a la densidad superficial de líneas de fuer- 
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1897) se propusieron modelos del átomo que suponían que las fuerzas 
puremente electrostáticas entre las cargas positivas y negetivas son 
suficientes para mantener al átomo unido, en equilibrio estable. El 
teorema de Earnshaw establece que ello no es posible y que, en gene- 
ral, una carga aislada. no puede permanecer en equilibrio estable ba- 


jo la acción exclusiva de campos electrostáticos. 

En efecto, sea una carga q en equilivrio en un potencial VE). 
La energía potencial de esta carga en su posición Y, es U= a YE,» 
donde vr) es el potencial debido a las fuentes ubicadas fuera 


del punto ES > 

Por estar en equilibrio, la fuerza sobre la carga debe ser nula, 
o sea que Fj = (9¿Uls = 0 (i=1,2,3) « Si suponemos que se 

o 
encuentra en equilibrio estable, la energía potencial debe ser míni- 
ma e Ty y, en consecuencia: 
2 A 
(¿07 >0 (s1,2,3. 


Por lo tanto, en ese punto el laplaciano de la energía potencial 
U=q Y satisface la condición 


3 
aV7v=V20= Z (Aj Dg > 0 = VITRO. 


Este resultado contradice la ecuación de Laplace (1.53), que las 
fuentes del potencial V satisfacen en ese punto, ya que son exte- 
riores a T,- 

Esta contradicción proviene áe suponer que el equilibrio de la 
carga q en To es estable, lo gue naturalmente es posible, pero pa- 
ra lograrlo deben existir otras fuerzas de naturaleza no electrostá- 
tica. En los sistemas macroscópicos estas fuerzas suelen ser mecáni- 
cas (en última instancia debidas a las fuerzas que mantienen cohesio- 
nados a los cuerpos); en los sistemas atómicos y nucleares, además 
de haber fuerzas no electromesnéticas (p.ej. nucleares), las cargas 


están en movimiento, y la condición electrostática deja de cumplirse. 


ENERGIA DE UN SISTEMA DE CARGAS 


Supongamos que en una región del espacio el campo eléctrico es 
nulo en todo punto debido a que no hay cargas cercanas, aunque si 
las haya a distencias tan grandes que el campo que las mismas creen 
en la región aue nos interesa es despreciable (es decir que no es 
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medible con nuestros instrumentos). Decimos entonces oue las cargas 
están "en el infinito”. Si traemos desde un punto muy alejado una 
carga q, hasta la posición E de la región próxima, el trabajo rea- 
lizedo en esta región será nulo. 

l Debemos subrayar dos aspectos para togo lo que sigue: el movi- 
miento de las cargas es infinitamente lento (para que se realice en 
condiciones cuasielectrostáticas) y lo que deseamos calcular es el 
trabajo necesario para agrupar un conjunto de cargas, en contra de 
las fuerzas de interacción entre ellas, sin tener en cuenta el tra- 
bajo “realizado por las fuerzas entre cada carga del conjunto en la 
interacción de ésta con el resto del universo. Este trabajo, por la 
forma como definimos el proceso, es nulo en la región donde eran 
mos las cargas. Consistentemente elegimos el potencial en el infinito 
como referencia: V(09) = 0. i 

Si ahora traemos una segunda carga qp a la posición F3 (fig.13) 
el trabajo F requerido para tras 


ladarla será contrario al que hace Es 
el campo E =-YV¡ debido a la 


presencia de la carga q, en Ñ: 
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1 
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o 
na 
a 
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ye 


Luego, este trabajo resulta ser 

igual a la energía electrostática 
de qp en el potencial creado por 
qy en Fo, según vimos en (1.32): 


ka 


Wo= £ 
2 a Y1 (F3) = a E 1 k 


72-73] i-a] 
Si hubiéramos traído primero q, a T, y después q, a Toy el 
resultado habría siáo el mismo, pues 
kq 
la ET 2 
12 = a GD s a 573] “a. 
zr r 
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La cantidad U12 = Ya representa la energía de interacción en- 
tre las cargas Q} Y U2+ Es el trabajo realizado para traer a una 
cualquiera de ellas en contra del campo eléctrico creado por la otra. 
Notemos que, por la simetría, no depende del orden de llegada y, por 
ser Y(T) una función potencial, tampoco depende del camino recorri- 
do por cada carga áesde el infinito. 

El trabajo adicional requerido para traer una tercera Carga q3 


desde el infinito hasta la posición ES será (verificarlo): 
W3 = 93 v (Ey + a3 Y2 (T3) = Uy + Ue > 


que es la suma de los trabajos realizados en contra de los campos EN 
y E, » igual a la suma de las energlas Us de interacción entre 43 
y las cargas que la precedieron. 

Por lo tanto, el trabajo total para colocar las tres cargas y 


en sus posiciones Ij», aue representa la energía potencial total de 


esta configuración, es 

Uş = Wg + W3 = Uy + (Uy, + ga) > 
donde no Tiguran términos de la forma Uy» Este tipo de término re- 
sentaría la energía necesaria para reunir las cargas elementales 
de la cerga neta del cuerpo n-ésimo. Esa 


pre 
que totalizan el valor Un 
energía depende de la estructura particular del cuerpo, que nosotros 
suponemos gue ha sido "armado" en el infinito. Por otra parte, al su- 
poner que todas las cargas 0, Son puntuales estamos ignorando por 
completo cualouier efecto debido a sus estructuras. 


Para cuatro Cargas será 
wa = ag VÍ (Fa) + %a va) + aq VE) = Uat Vga tVaz 
=> U=- "ot Y + Sps Uza + (Uy, +Uzp2) + (Uaa + Ugo t Uag) 


Es fácil ver que la energia potencial de N cargas èS 


3 mel 
Ls an Za Val > 


N m-i N 
Uy = 2 y Dido Z Za Qa Val Tip) 


expresión que podemos reescribir incluyendo todas las variaciones de 


pares de subínáices, dividiendo por 2 para no contar dos veces un 


mismo término (ya que Van” Una y excluyendo los términos con 


m=n.+. Por ejemplo, para N=4 tenemos: 


= 70 =- 


w |e 
Mz 
Mz 
F 

le 


[(0,7+0,3+0,4) + (Ua + Voz + Ugg) + 
U 
+ (Uz +U32+U34) + (Uq + U42 + Uy) ]> UVa] + (Uy, +Uzo) + (Ug1+U¿2+043) 


que es la misma expresión que hablamos obtenido. 
En general, podemos expresar la energía total de interacción de 


N cargas como N 
aga a 
2 


En esta expresión aparece F)=- r)= 
P ZE) = YE Y má, 


N 
am 2 va (E) {2.57) 


a 


que es el potencial en la posición de la carga q, úAebido a todas las 
otras cargas de la configuración. 3 


desumiendo, podemos expresar la (1.57) en cualouiera de las si- 
guientes formas alternativas: ' 


(1.58) 


DENSIDAD DE _ENBRGIA ELECTROSTATICA 


De las tres expresiones (1.58) la más útil es la segunda, que 
podemos aplicar a una distribución continua de cargas que ocupan una 
región finita V(S) en el vacío, con una densidad tal que $q= pst: 


02) dan VEn) —> far pava - (1.59) 
rn 2 

US] 
Esta integral se puede extender a todo el espacio ya que f= O fuera 
de Y(S) , de manera que tal extensión implica sólo sumar una inte- 
gral nula, fas P V= 0 , gue representa la contribución a U debida 
a la región exterior a la superficie S. Luego, 


1 a > en 
U = 2 fa p v (F) {1.60) 
2 = 
$ yF 
Por el teorema de Gauss sabemos que P (7 =E, Y. E (1.15) .' 


Podemos reescribir el integrando en (1.59) empleando la iáentidad 
(4.6) y la relación (1.18): À 


¿(VE)= VV.E+E.VV = V V.E- E? 


MEE: s R 
Luego: vV.B= 52+ Vo. (v5) y la energía total toma la 
forma 
En 3 
v= -2 aze? o E fatV. (vE), 
m(s) Ya 


cuyo segundo término- se puede reexpresar aplicando el teorema de la 
divergencia (A212) + 
penai fat Ba £ 3. (v5) (1.61) 
WS) s 

Este expresión es general y equivale a la (1.59), válida para 
cualquier superficie cerrada S finita. Si conocemos E (F) en todo 
el espacio podemos extender las integrales en (1.61) como hicimos al 
obtener (1.60). Para una superficie esférica de radio infinito, cen- 
trada en el interior āe la configuración, el módulo- de la segunda 


integral toma la forma 


z 2,2 
lim Jar (FP. Y | = lin fura = lin MÉX -0 
Lyi 
ÉJ 


Pa eo ro 
3 2 
donde hemos expresado a dS = rídí2 en función del ángulo sólido as 
y hemos aproximado a Ep = Rora: ka/r? s» V= kQ/r conservando 
sólo los términos dominantes del desarrollo multipolar correspondien- 
te 2 una configuración finite de carga total Q+ 0, vista desde un 
punto de la superficie esférica, indefinidamente alejado. Según vimos 
en (1.38) la distribución finita se comporta como una carga puntual 
colocada en el origen (si Q=0 entonces var ?, 2 emi y el módu- 
lo de la integral se anula como ri? para r—> o). 
En resumen, 


(1.62) 


2 


Esta integral opera sobre todo el espacio. Para regiones limitadas 


debemos emplear la expresión (1.61). 

En condiciones electrostáticas podemos usar las formas alterna- 
tivas (1.59-69) o bien las (1.61-62), ya que el campo eléctrico y 
sus fuentes (las cargas) se implican mutuamente. Para condiciones va- 


rizbles en el tiempo, cuando debemos tener en cuenta la radiación, 
que entraña transporte áe energía en el vacío con velocidad finita, 


podemos considerar una región Y que no contiene fuentes pero sí 


campos. En esa región = 0 aunque, en general, E + 0. 
piatun q ES ? Te 
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Faraday y después Maxwell, definieron una densidad de energía 


sü 
lesy er (1.63) 


para el vacio, tal que cada región R (con o sin cargas) contribuye 


con una energía parcial 
Ta = fo e a la energía total debida 


a una configuración de fuentes dada. Este punto de vista, que no re- 


quiere conocer la densidad de carga pa , es el más útil para cal- 
cular la energía de una configuración. 


CONDUCTORES IDEALES 


En los átomos de los elementos metálicos algunos electrones están 
fuertemente ligados al múcleo (los más próximos), mientras que los más 
alejados pueden extraerse con facilidad, ya que sobre un electrón que 
se mueve en una Órbita exterior actúa el campo eléctrico combinado del 
núcleo positivo y de los electrones interiores. Estos producen una 
fuerza repulsiva, de modo que el campo efectivo que actúa sobre un 
electrón de una órbita exterior es mucho menos intenso que el que ac- 


túa sobre otro próximo al núcleo. 
> 


El número de estos electrones ĝébilmente ligados suele ser del 
oráen de uno o dos electrones- por átomo del metal. Estos electrones, 
llamados libres o de conducción, se mueven con una velocidad media 
nula, cuyo módulo medio es del orden de 2x10% m/s. En ausencia de 
campo eléctrico en el interior del metal, las direcciones de estos 
movimientos fluctúan al azar, y los electrones se desplazan a distan- 
cias del orden de 5x10 y (es decir unos 1000 radios atómicos). 

El resto del átomo constituye un ion positivo formado por el mí- . 
cleo y los electrones próximos (ligados), que también se mueve, aun- 
que lo hace con una amplitud mucho menor. Supondremos que los iones 
están prácticamente quietos, en posiciones de equilibrio ordenadas 
formando lo que llamamos red cristalina. 

Si el campo eléctrico en el interior del metal no es nulo, los 
electrones se mueven con cierta libertad a través de dicha red. Este 
movimiento está completamente restringido al alcanzar la superficie 


exterior del metal, que retiene a los electrones como si fuera una 
caja hermética. 


1 
i 
+ 


Pii E 


Todo material que posee cargas libres (no necesariamente negati- 
vas), capaces de moverse bajo la acción de un campo eléctrico dentro 
de ciertas restricciones impuestas por la geometría, la estructura y 
la composición del material, se llama conductor. Además de los meta- 
les, muchos otros materiales son buenos conductores. En las solucio- 
nes líquidas de sales existen iones positivos y negativos cue se mus 
ven desorienadamente en ausencia de campo eléctrico. Al aplicar un 
campo estas Cargas se mueven preferentemente a lo lergo de las lineas 
de campo, dando lugar 2 la descomposición o electrólisis del material. 
Otros conductores no metálicos son los plasmas (gases ionizados a muy 
alta temperatura) donde los portadores de carga también son los iones 
y los electrones. 

Como veremos, la temperatura es una media de la energía cinéti- 
ca media de las pertículas de un sistema. En un plasma esta energía 
supera a la energía coulombiana que mantiene a los electrones ligados 
a sus núcleos. Las colisiones provocan el desprendimiento de esos 
electrones y, si la temperatura es sufi cientementé elevada, 1 ioni- 
zación de los átomos puede llegar a ser total. 

En general utilizamos los electrolitos y los plasmas fuera dex 


equilibrio, con sus carges en movimiento. En condiciones electrostá- 
ticas sólo nos referiremos a conductores ideales con sus cargas £n 


eguilibrio y en reposo, un estado que se alcanza muy aproximadamente 
en los metales a temperatura normal. 


CAMPO BLECTRICO EN CONDUCTORES EN EQUILIBRIO 


Aquí reseñaremos brevemente algunas propiedades importantes de 
los conductores ideales en equilibrio electrostático, la mayor parte 
de las cuales son consecuencias inmediatas del teorema de Gauss (1.13) 


válidas para un cuerpo de superficie exterior S. 


I) El campo É en el interior de un conductor es nulo. 


Si el campo eléctrico en el interior no es nulo, los electro- 
nes libres del conductor se moverén hasta ocupar nuevas posiciones de 
equilibrio. El campo neto sobre un electrón libre, en esta nueva con- 
dición, es la superposición del campo inicial no nulo más el campo 
generado por todas las cargas del conductor, que incluye el campo de- 
bio a los electrones en sus nuevas posiciones. Para todo electrón 


interior, que podemos considerar como una carga de prueba, el estado 


- Y - 


de equilibrio implica que ¿Fa $4 E =0==>E=0. Como consecuen 
cia, el interior del conductor es un volumen eguipotencial. 


II) E es normal a la superficie S del conductor. 


En efecto, un electrón sobre S sólo puede moverse a lolargo 
de esta superficie, y lo hará hasta alcanzar una posición de eouili- 
brio en la cual sea nula la componente del campo tangencial a S, o 
sea que en el equilibrio E, = 0. Luego, sólo puede subsistir la com- 
ponente normal y resulta 

` E(F)=Eî y Fes, 
siendo A el versor normal a la superficie exterior S. 


111) La superficie de un conductor es un equipotencial. 


A 


En efecto, E, 0 =>?%, YY = d V=0, siendo % cual- 
quier versor tangente a 5. Luego, para todo desplazamiento dr = drf 
sobre S vale e 


av = af. VY = arf.Vy = 0 => V = const.(s) 


IV) En todo punto exterior muy próximo a S el campo eléctrico 


yale == 
E = 5/8 ñ (1.64) 


donde F es la densidad superficial de carga sobre $. Apli- 
cando el teorema de Gauss a un cilindro de altura despreciable cuyo 
eje es normal a S, una de cuyas bases 
(Eso) a 14 
n 


está adentro y la otra afuera del con- 
ductor, resulta (fig. 14): 


SA 


Spee > 
fas- Af. E+A,(-ñ). 0= A E= 
=> B="/E,, 


cuya dirección y sentido fueron halla- 
dos en (11). i 


V) Toda la carga neta está en la superficie exterior S. 


Aplicando el teorema de Gauss (1.13) a una superficie cerrada 
arbitraria S” totalmente interior, la carge encerrada por ésta debe 
ser 


q(s”)= afar- 0 Y S’C 5, pues EM) =0 Yrcs. 


Es decir que la carga neta en cualquier volumen totalmente ocupado 


j 
| 
i 
i 
t 
; 


sT a 


por el conductor es nula y toda la carga está đistribuida por la su- 
perficie exterior 5, donde podemos definir una densidad e. e 
Si el conductor es hueco (fig. 15) 


y no hay cargas en la cx dad encerra- Las m 45 
da, sólo habrá carga en la superficie A .=4 

exterior S. La carga y el campo E en 
todo punto interior serán nulos, inde- 


pendientemente de las cargas exteriores 
(en esto se basa el blindaje electros- 
tático, que trataremos enseguida). 

Si en la cavidad hay una carga 
neta a + 0, debe inducirse una densi- 
dad f} en la superficie interior Si 
tal que el flujo eléctrico a través de 
toda superficie S” (fig. 15) resulte 
nulo, 0 sea: 


fes- q + pas Y, = fla ; 
s S; S; 


Si el condiietór hueco estaba inicialmente aislado, al inducir- 


se 5 sobre la superficie interior S; , debe inducirse una densi- 
dad Mẹ sobre la superficie exterior S, y la carga total allí debe 
aumentar en +q- Vemos que una chapa conductora aísla al interior 

de ella con respecto a los campos de fuentes exteriores, pero no afs- 


la al exterior de los efectos de una carga interior. 


VI) Bfecto de puntas. 

El campo eléctrico es más intenso en las regiones de mayor 
curvatura de un conductor (puntas). Consideremos un conductor con la 
forma dada en la fig. 16. En primera 
aproximación, el potencial v(F) en 
puntos muy próximos a la superficie 
S no debe diferir prácticamente del 
potencial generado por un casquete es- 
férico de radio igual al radio Rj de 
curvatura de la superficie cerca del 
punto FP, (i=1,2), yg que la contri- 


bución dominante a este potencial 
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proviene de las cargas más próximas a cada punto campo. 

Así, en ñ muy próximo a la región de radio Bj las fuentes más 
cercanas tienen una densidad superficial de carga: 5 y ocupan un área 
efectiva AS; = RAL (A es el ángulo sólido del área efectiva 
vista desde el centro de curvatura 01, fig. 16) . Análogamente, en FT) 
las fuentes del potencial tienen una densided 5 y están localizadas 
en un área efectiva As),= Bas, 2 

Luego, los potenciales respectivos valen 

v(F,)= k ba = k AL DLB ; Y(F,) = kA or, , 

1 

con An, zAQ, « Pero Ñ y 7, están muy cerca de S, que es 
una superficie equipotencial, como vimos, de modo que 


VE) = v(i) => 5, G e 


y, teniendo en cuenta la relación (1.64), resulta B,/B) = 5/ 5, 
A. EA 
E Da Ri ° 


Si el radio de curvatura R en una región de la superficie del 
conductor es muy pequeño, como ocurre en una punta, el campo E cerca 
de esa región es muy intenso. Ello nos provee un método para producir 
campos eléctricos muy elevados. 


TENSION ELECTROSTATICA 


Las cargas macroscópicas (netas) de regiones muy próximas sobre 
la superficie S de un conductor tienen igual signo y, por lo tanto, 
las fuerzas entre ellas son repulsivas. En particular, un elemento dS 
no sólo interactúa con las fuentes exteriores al conductor, Sino que 
también lo hace con el resto del mismo. Para estimar las fuerzas de 
interacción aplicaremos el principio de superposición y calcularemos 
el campo eléctrico E en el centro de un clemento de superficie dS. 

Sean dos puntos A y B muy próximos al elemento åS, uno aden- 
tro y el otro afuera del conductor (fig. 17). Según (1.64), el cam- 
po en À es igual a (V/£) A . Por otra parte, como B es interior, 
el campo allí es nulo, de modo que podemos expresar: 


; 


- T- 


HE) EE) + EE) EE A 


Ss 
ESPERES + BÉ) = 0 

(1.65) 
siendo «E(F) la contribución al 
campo E(*) debidas a la carga en 
el elemento äs, y E, la con- 
tribución del resto del conductor. 

Por otra. parte, es fácil ver 

(fig. 17) que el campo a ambos la~ 
dos de un disco cargado sólo difie- 


re en el signo, o sta que 


Luego, de (1.65) resulta y 
i E -B-48 - Ŭi (1.66) 


relaciones que expresan: el campo sobre un elemento de superficie 
Cargado, el campo generado por este elemento y la mitad del campo 


en un punto exterior, respectivamente. r 
Entonces, la fuerza que ejerce el resto del conductor sobre la 


carga da = Vas será 


ELA LES 
= àa Ë, = — as ñ = — d$ 
TS 2e  * 


y la fuerza totel sobre la superficie del conductor vale 


l z- ae tfar. 
2E J)a 2J), 


Esta fuerza equivale a una tensión normal sobre la superficie 


2 LL, (1.67) 


ás 2, 2 


HEJODO DE IMAGENES 


Conocer las superficies eguipotenciales nos ayuda a resolver 
un problema electrostático. Como vimos, ia superficie de un conduc- 
tor e equilibrio es precisamente equipotencial, de pera que cono- 
cor su potencial equivale a cumplir la condición de Dirichlet para 
resolver la ecuación de Poisson. Veremos cómo utilizar esta propisied 


-B- 


de los conductores para calcular el potencial Y(Y) , 


Sea una carga puntual q y un conductor plano indefinido T co- 
nectado a tierra (fig. 18), de modo que Y(T) 
ubicado a la derecha del plano conoce- E 
mos el potencial (V=0) en todo punto 
de una superficie cerrada S que in- 18 
cluye al plano TM y se cierra por el 


=,0. En el semiespacio 


infinito (podemos imaginar esta super 
ficie como una esfera de radio R ubi 


Cada a cierta distancia de la carga q; 59 

si hacemos tender R a infinito mante = 
niendo fija esa distancia, la región 

de S próxima a q se convierte en el 

plano T). as 


Además conocemos pi en todo 
punto interior a la superficie $52 


Ls az i ; 
raf PRA: 
+ 0 en T, , Siendo Jae =q cuando integramos sobre cual- 


quier región que contenga a la carga puntual. 


En consecuencia, el potencial V(F) será una 
la ecuación de Poisson (1.52) en el interior de la 
S, pues satisface la condición de Dirichlet sobre 


solución única de 
superficie cerrada 
esta superficie. 
calcular el poten- 


dos cargas puntuales: una de valor +a en 
i y otra contraria -q ubicada en F_, en una posición simétrica 
con respecto al plano T 


» donde ahora suponemos que no hay ningún 
conductor (fig. 18). El potencial V’ se calcula fácilmente: 


Ahora nos plantearemos un problema diferente: 
cial V“(F) generado por 


és (1.68) 


Es evidente que V’ se anula en todo punto del plano Y 


[Ex |= [F-£ | == v(m-0 


y lo mismo sucede en el infinito, úe modo aue V"(F)=0 VFes. 
La unicidad de la solución de la ec. 


s pues al1f 


, 


de Poisson nos garantiza 
en el interior de S (en el semiespacio que contiene a q, donde 
las densidades de carga de los dos problemas, 
son 


que 


con y sin conductor, 
idénticas en todo punto) debe verificarse que V(X) = y (Y). 


Luego, el potencial buscado está dado por la expresión (1.68). 


=- 79 -= 


Por supuésto que con estos datos no podemos decir nada cas el po- 
ial V(F) en el semiespacio a la izquierda del plano è 
PRE vimos en (Y) la carga total inducida en el plano Y por 
la RRA de la carga puntual q frente a él, debe ser igual a 


q + Pare: verlo "proponemos el siguiente: 


Ejercicios Calcular por derivación directa el campo E =-VVen 

- S ` $ 5 2.6 
todo punto del piano TT y, aplicando la relación (1.64), 

expresar la densidad superficial Y (f) en el plano. Verificar que, 


+ ES 
á i i F =- AA E 
en cooráenadas cilíndricas con T, A 


- a 
Ferias ea AA? 
y que la carga total sobre el plano es ax = L ss 5 (R) = -q E 
Luego, verificar que la fuerza de atracción entre la carga 4 7 
plano T resulta ser la misma que habría entre +q en YT, y -4 
en F: P=-kq/48%. 
La carga -q se llama imagen de q con aspecto al plano T., 
El método se puede extender a numerosas distribuciones o 7 
siempre que podamos separar a éstas en dos grupos: las exterior 
una superficie cerrada y las interiores a la misma. no 
Por ejemplo, si tenemos un conjunto de catene aju E an 
los puntos Fi (i=1,20+...N), tales que el potencial 2 dad 
ran toma el valor constante Yo sobre una Supertiets A Pe REE 
a algunas de dichas cargas, entonces el potencial en to dE De 
rior a une chapa conductora con la forma de S conectada a un p n 


cial Vos está dado por la expresión 
v(ř)=k 2 as |5- E 
i= 


as cargas exteriores forman un sistema de imágene de las terio- 
L T: a d mágenes as in 


ld oy Feos. 


i i mos en este 
res con respecto a la superficie S, y viceversa. Como ve 


ejemplo, no es necesario que =0 sobre la superficie cerrada. 
v sup 
i 1 a 
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Ejercicio: Verificar cue la imagen 


de una carga q situada 
a una distancia c del centro 0 de 


una esfera conductora S de radio 


N 


a conectada a tierra (fig. 19), es 
le carga q = (-a/c)q ubicada a 
una distancia b = afc del centro. 


- 80 =- 


Para ello comprobar que: 


i) V=0 sobre S. 


id) F= densidad de cargas imágenes = —L — (eta?) 
4me (a? +c? -2 ac cos eye 


iii) PFP = fuerza entre q y la esfera = -kacqileó-aly? eS 


CONDUCTORES EXTENSOS: RELACION ENTRE POTENCIALES Y CARGAS 


Consideremos un conjunto de M conductores cargados extensos 
(fig. 20). Supondremos que la redistribución de cargas se ha comple- 
tado en cada uno de ellos, de modo que se. ha alcanzado un équilibrio 
electrostático donde le densidad superficial del conductor ¿-—ésimo 
es Ù, y su potencial constante es Y, ((=1,2,>».. H). 

Dividiremos las Y super- 
ficies en un total de N ele- 


uh =~ 


mentos $5; cuyas cargas lla- 
maremos qi = 1) (F,) $5, con O 
i=1,2,+..NH>M. 

El potencial en la posi- 
ción A de le carga q; » 
generado por las (N--1) car- 
gas restantes es 


N 
kqi - 
TER 
A S Me (li =1,2,+... N) (1.69) 
qx [E E nos 
del i 
di i = ml n 
onde los coeficientes Pj= k [E - Fj 1 son puramente geométri- 
cos y, por definición, p; = 0.2 


Las N expresiones (1.69) se pueden interpretar como un sistema 
de ecuaciones lineales que dan los N potenciales en los elementos 
de superficie de los conductores en función de las cargas de los de- 
más elementos de toda la configuración. Este sistema lineal puede in- 


vertirse ibi 
F escribiendo las carges en función de los potenciales: 


SODAT wF) (x =1,2)7+..85) (1.70) 
donde [b,;] es la matriz inversa de Piz? ambas de NxN, tales que 
b; FEN 
E ix Pki 13 


La carga total del conductor 2¿-ésimo es la suma de las 


SB = 


cargas puntueles Qy = EE) $5, ubicadas sobre la superficie S 


2 
Sumando las qk sobre todo el conductor, con sus expresiones dadas 


en (1.70) obtenemos su carga total 


a 2 Dj YE). (1.71) 
Pero los únicos valores que puede tomar el potencial V(F) sobre los 
conductores son los Ya =Y1 , Va 1... Va a Esto significa que en el 
desarrollo de la expresión (1.71) aparecerán términos que tendrán co- 
mo factor común a Vi], Vo) etc. Agrupendo todos los términos oue con- 
tienen al potencial 157 >» llamamos Ca al factor de V1; análogamente 
todos los términos que contienen a Vo se pueden reunir en un único 
término C¿o Vo i los vue tienen a Y3 dan un término C oy Vy ette 

Es decir que podemos expresar la carga Q, como una combinación li- 
neal de sólo M términos, cada uno conteniendo a un potencial Va + 


(l=1,2,+.»4) (1.72) 


Estas M ecuaciones lineales relacionan cade una de las cargas 
totales de los conductores con los M potenciales. Podemos formar un 
vector columna g con las M cargas y otro vector Y con los M po- 
tenciales, que resultarán relacionados por la matriz de coeficientes 
Ē= [e,5] , de xN: 


Q=C0V>+ 


l a la matriz inversa de C vale la relación 


Llamando ña 


7 


m 
11 => V= 2, Maa (2=1,2, +1) (1.73) 
que expresa a cada potencial como combinación lineal de las cargas» 

Cualquiera de los sistemas lineales (1.72-73) es igualmente útil 
para describir un sistema de conductores extensos en condiciones elec 
trostáticas. Las propiedades más interesantes de los coeficientes en 
estas ecuaciones son las siguientes: 

a) Los coeficientes Com no dependen de las cargas totales Qy 
ni de las densidades Ta de los conductores, sino sólo de la geome- 
tría del sistema. Ello es así porque los coeficientes pjj *n (1.69) 
- y por lo tanto los Þkj en (1.70) - sólo contienen información so- 
bre las distancias relativas 18 - El entre los elementos de carga 
en todos los conductores. Si no variamos estas distancias, es decir 
gue no modificamos la geometría de la distribución, los coeficientes 


a 
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Com serán los mismos para un conjunto de valores de las cargas tota- 
les La) gue para otro conjunto muy distinto {az} + Esto tiene con 
secuencias importantes, como veremos, E 

b) Si los conductores están inmersos en un médio aislante tenue, 
para el cual se cumple la ley de Coulomb en la forma (1.3) con una 
permitividad £= KE,, es fácil ver que los coeficientes hallados son 
proporcionales a € , pues 


-1 en (1.69) 


==> De mE en (1.70). En consecuencia, como los coeficientes Com 
son simplemente sumas algebraicas de los Pkj en (1.71), resulta 


Pijak (sne) £ 


Con Y E (1.74) 


Esta proporcionalidad se deduce inmediatamente de la ley de Coulomb 
para el caso de un solo conductor (M=1), ya que 
> s 
1 fhis ar o a Q 
FNE a 
s ¡LL 
i 


v(ž) = 


WE, 


lo que fue demostrado experimentalmente por Cavendish y por Faraday. 
Es decir que los coeficientes € 
rodea a los conductores, 


em también dependen del medio aue 


Los coeficientes con dos Índices iguales se indican como Cam = €, 
y se llaman coeficientes de capacidad. Los Som con l%m se e 
minan coeficientes de inducción. 


SIMETRIA DE LOS CORFICIENTRS DE INDUCCIÓN 


El potencial en el punto f del conductor j-ésimo, generado por 
todas las cargas de una distribución se puede expresar como en (1.69), 
agrupando todas las contribuciones de un mismo cuerpo en una integral: 


A) 
Y, = v) = X fse Dak 
BEAN =E 


donde S, es la superficie del conductor i-ésimo, cuya densidad de 
carga es 5, (55) » La sumatoria incluye la contribución de las cargas 
de la misma superficie 5 donde se encuentra el punto campo F. Bl 
potencial toma el mismo valor V, sobre toda esta superficie. 
Empleando esta misma notación expresamos la carga total de Sj* 


=- 83 - 


= ES D) 
5; 


Consideremos un cambio en la distribución de las cargas y en 
sus valores toteles conservando la geometría de la configuración, es 


decir sin modificar las superficies ni sus posiciones relativas. Su- 
pongamos que la nueva distribución tiene cargas totales 9 , densi- 


dades 5, y potenciales 7j dados por: 


seo O, as O) 
-z | A 


EN 1 
ìi 
fultiplicando 3 (de la segunda configuración) por Y; (de 


la primera) tenemos: 


n GEN EE 
35 “j= a as(r”) Et | (1.75) 
i=] ls 
i 


donde podemos O libremente el orden de integración, ya 


nfs» f= Y; + pues V¿(F)=comst. YT € S; > 


Sinnai las (1. 75) sobre j=1,2,+... M obtenemos 
¡MESA ES) 


DA $ ffens as(7) —Ż TE i ; (1.76) 
i jet 


Anflogamente, podemos formar los productos de las cargas 2; 
(de la segun- 


(de la primera configuración) por los potenciales Yj 
da) y sumarlos, obteniendo una expresión cuyo segundo miembro es 
idéntico al de (1.75), ya que las variables de integración (F, r’) 


pueden intercambiarse libremente (verificarlo). Bn consecuencia, 


hemos demostrado que 


(1.77) 


jo 
Este teorema de reciprocidad (debido a Green) permite deducir 


fácilmente la simetría de los coeficientes de inducción Cope Para 


verlo partimos del sistema linesl > 


V = ¿tmp  (L=1,2,+...8) | (1.73) 


ma 


Imaginemos ahora dos distribuciones recíprocas de cargas, 28 
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decir que tengan la misma geometría y, por lo tanto, los mismos coefi 
cientes. En la primera distribución supondremos que todos los conduc- 
tores tienen carga total mula excepto el l- Ésimo, cuya carga es Qes 
de modo que 


an= ón > 


Luego, según (1.73) los potenciales valen 


=Z Bn n =È tpn $ ne Y = Ay 9 E 


ya que el Edo término no nulo de la suma es el que tiene n=?/. 
En la segunda distribución supondremos que la única carga no nula 
es la del conductor m-ésimo, o sea que 


r= Sm? = T È tor 


= isr $79 95 Bond e 


Para estas dos configuraciones las sumatorias en (1.77) dan: 


2, Y, 


= 2 (Sja D (Ag 9) = Ap 9 E 


y Da (A jm Y) = Ay 2 4 


las cuales, por el teorema de reciprocidad, son iguales. Luego 


Y, como € es la matriz inversa de A, la matriz de los coeficientes 
de inducción también debe ser simétrica: 


Com = 0 


ha (1.78) 


COBFICIENTES DE CAPACIDAD Y DE _INDUCCION 


Para apreciar la importancia de estos coeficientes para describir 
las propiedades de los conductores extensos veremos algunos ejemplos, 


comenzando por M=1 y aumentando sucesivamente el mímero de conduc- 
tores. 


M=21) Un único conductor con ahe 
Si & > 0, entonces YV >0 =C >0. En general C 
1 1 E 


es decir que los coeficientes de capacidad son positivos. 


| 
| 
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Supongamos que uno de los 


conductores está conectado 24 
e tierra, es decir a otro conduc- a Q,>0 r 
tor que tiene un número indefini- y 


damente grande- ãe cargas libres, 
cuyo potencial elegimos como 0, 
de modo que Y, = 0 (fig. 21) y Q,<0 
el otro conductor está aislado y 

tiene una carga total Q]> 0. En- 
tonces se inducirá en S, una car- p 
ga de signo contrario Q< 0, o Y =0 
sea que Ez =0 


ag = Co Y] + Cao Va = Co Y] <0 


=> Co, <0 (los coeficientes de inducción pueden ser nega- 


tivos). 


H=3) Supongamos que 51 está aislado, y que So es hueco y está 

conectado a tierra, conteniendo en su interior a un tercer 
conductor 33 (figo 22). Inicialmente tomamos. 83 = 0 de modo que, 
como ya hemos visto en el caso (mM, figo 15, se verifica: 


Y = Y) = Ó y las ecuaciones (1.72) toman la forma: 


gira Cie Yy 


D 
N 
i 


= Ca Y 
23 = C3 = 0, donde 


Vemos que el coeficiente de 
inducción entres dos conducto- 


22 


ĉa a tierra es nulo. Así se logra el blindaje electrostático de una 


res blindados entre sÍ por una 


snperficie conductora conecta- 


región, en este caso el interior del conductor hueco Sp + En este 
principio se basan las jaulas de Faraday empleadas en los laborato- 
rios, que son cámaras cerradas construidas con wná malla metálica 
de trama compacta, que impiden que los campos eléctricos generados 
en el exterior penetren al interior de las mismas» 


ar 


=- 86 = 


i Ahora supongamos que 03% O. Entonces, según vimos en la fig. 

5; Q2 = Qae + Q24 » donde la carga en la superficie interior So; 

e ¿a = Ñ 

S la 83> Y Qos es la carga en la superficie exterior S, . 

Ahora las relaciones (1.72) se expresan como: : q 
Q=C1 Y 


Q2 = C12 Y] + Co Ya 


Q3 = C33 Y + En ésta hemos tenido en cuenta que C33=0 


como lo probamos más arriba. El coeficiente sigue siendo nulo poroue 


su vs i i 
alor no varió 21 cambiar Q3, ya que la geometría del sistema no 
ha cambiado. 


Por otr: i i 
a parte, es evidente que Qaj = Ca} V3 Y Qos = Cj2V] + 


Peri t p 
a comprobarlo basta con conectar a tierra por sevarzdo 21 conductor 


3 n 3 
S1 (sbn v+ 0), o bien el 5 (con V} Æ 0). Teniendo en cuenta estas 
expresiones (verificarlas) resulta: 


Q21+03 = (C73+C33) V3= 0 


de donde obtenemos: 


Cya = Caa (1.79) 


Unidades: De (1.72) resulta lc] = (Q]/ [Y] = c vl = Paradio = F 


, 


de donde — [€l= [0%/(1% P)= [02J/(12 (q v/1))=(0/V5) =(0/1) = F/m . 


CONDENSADOR 


Un sistema de conductores como el par 2/3 recién analizado, donde 
uno rodea £ fi ki ; 
a totalmente al otro (fig. 23), de menera oue vale la relación 


(1.79): 


se denomina condensador o capacitor. 
Se lo represente como se indica al 
pie de la fig. 23. 


La carga Q_y la capacidad C 
del condensador son las del conductor 


o placa interior, siendo 


O, + api = 0. 


Para este par de conductores las relaciones (1.72) toman la forma 


| 
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a= aa =y = Caa Va + Cab Yo + 2 Can Yn 
a 


donde, si el efecto de blindaje es eficiente, Can = 0 Y conductor 
5, exterior- El tercer término también se anula cuando los demás 
conductores cargados se encuentran suficientemente alejados; en caso 


contrario, si debemos retener este término, el comportamiento del 


condensador es más complicado que el que se describe agui. 


Definiendo C = Caa = -Cab resulta 


Q = C(V, - Yp) = CAY (1.80) 


La energia del condensador se calcula como en (1.58): 


2 41 = (u, Zaat Mo Žu) la Ya + o Vd 
A 


b 


2 
u=- gAv = 010 I L| (1.81) 
2 2 2 c 


La fuerza entre las placas de un condensador cargado, natural- 
mente atractiva, puede hallarse directamente a partir de (1.67): 


F= Spa ds ar? donde E =5/€, es el campo 
s 2 
> S3 


en un punto ubicado entre las placas, muy próximo a una de ellas» 
En casos de cierta simetría, como el de un condensador de places pa- 
ralelas indefinidas separadas por una distancia dá, podemos calcu- 
lar la fuerza entre las placas fácilmente, ya que 
Avra = A, (1.82) 
24 
siendo A>> d? el área de cada placa. Esto permite construir un vol 


tímetro primitivo, ya que si medimos la fuerza P podemos conocer 
Av = a Ñ2F/6&4 


ENERGIA Y FUERZAS EN UN CONDENSADOR: VOLTIMBTROS BLECTROSTATICOS 


(principio del electrómetro absoluto de Kelvin) 


Le expresión (1.82) es un caso muy particular de la fuerza entre 
conductores cargados. Hay dos tipos interesantes de conexión de las 
placas de un condensador para los que calcularemos la fuerza entre 


ellas. 


= 8 - 


a) Procesos a carga constante: Son los que tienen lugar cuando las 
placas del condensador están aisladas de todo conductor externo, 
de modo que sus cargas no varían. : 

Imaginemos que una de las placas realiza un pequeño desplaza- 
miento virtual ¿TF de componentes óx; - Este dará lugar a una va- 
riación áU en la energía electrostática, que podemos expresar me- 
diante la tercera expresión (1.81): 


2 
u= aÊ? sb) = Èg? so) =-12% au. 
2 C c 2 c 
Luego, la componente i-ésima de la fuerza entre las placas será 
2 
E = 197 20, (1.83) 
$x; 2 C° əxi 


b) Conexión a potenciel constante: 


Se realiza conectando las places 
del condensador a los terminales de una fuente externa de energla 
(tal como una pila o una batería) que mantiene una diferencia de 
potencial fija entre las placas, independientemente de lo que co- 
nectemos entre ellas. La fuente externa provee la carga adicional 
que se reguiere para mantener AV = const. cuando se desplazan las 
placas, elterando la geometría del sistema. 
En efecto, un desplazamiento $T produce una variación 4C en 
la capacidad del condensador. Según (1.80) AV = const. => 50% 0. 
Al producirse este desplazamiento, empleando la primera expresión 
(1.81) vemos que la energía potencial del condensador debe variar en 


sU, E sa Ay (1.84) 


Pero la fuente externa debe entregar una carga £Q 


a un potencial 
AV, lo que significa ceder una energía 


¿Vez =- $QAV. 

Se ve que (1.84) representa lo mitad de la energia cedida por la 
fuente externa que se destina e aumentar la energía electrostática 
del condensador. El resto de la energía externa se emplez en el tre- 
bajo mecánico realizado nl mover las cargas. La variación neta de 
la energía total Uy es 


SU, = SU, + $0, -=--> KAY =- 86, 


y la componente Fi de la fuerza entre las placas resulta ser 


A aiai ina a A Aa Fc NA td 
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A e 120 Ayo L? Aav, (1.85) 
əxi dxi 2 dx; 2 ax, 


Es evidente gue las expresiones (1.83) y (1.85) de la fuerzr 
P, entre las placas del condensador coinciden, como erz de esperar, 
sa que representan la misma cantidad física en condiciones E 
táticas, en las cue a igual potencial la carga Q está univocamente 
determinada por la relación (1.80). Notemos que siempre vae la re- 
lación entre la fuerza y la energía totel de un sistema aislado 
(fj =- 2; U4); pero al considerar solamente wne parte del sistema, 


como kicimos con el condensador en el caso (b), se obtiene la re- 
ica de l rocesos realiza- 

lación Fj =+ dU,» que es característica de los ? 

dos a potencial constante (ver, p-€j-, el Cap. 111). 

Ejercicio: Verificar (1.82) empleando la (1.83) 6 la (1.85). 

Ejercicios 


El voltímetro electrostático se perece a un condensador varia- 


ble (fig. 24). La placa mévil Py lleva una aguja indicadora ado- 


24 
LT; 


sada y está soldeda e una espiral 
elástica cuyo momento (cupla recu 
peradora) con respecto al punto 0 - 
es á NX 


M =- Te. (1.86) 


ax 


f 


Dada la simetría del sistema 
es fácil ver que no puede haber 
movimientos según R (radiales) ni 
normales al plano de la escala (se 
gún z), de modo que en coordenadas a 
cilíndricas la energía sólo puede 
depender del ángulo e de defle- 
xión de la aguja: e A 

U=U(p). 

Es fácil ver cue la fuerza 
de atracción entre las placas tenderá a mover a Pa (Po está fija) 
en la dirección de Q creciente. Para calcular la cupla respectiva 


desarrollemos el diferencial de la energle teniendo en cuenta que 
+ => 
xq = -Rsenp=-Y $ ay/əq= Rcosg= z . Luego, F=-VU 


au 21 2x 4 2Y ) ap = EEN (9) ag 
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=> W= (yR - xP,) dq = -(xFy - yPL) dq = -13 ag 


donde M, = x Py- Fy es la componente normal al plano (x, y) del 
momento de la fuerza eléctrica Ñ = FxF ¡respecto del origen 0. 

Podemos expresar la energía total del sistema en función de la 
energía electrostática del voltímetro, que llamaremos nuevamente Ue 
en dos formas distintas que corresponden a las dos conexiones posi- 
bles del instrumento. Ya vimos que a un desplazamiento relativo de 
las placas corresponde una variación $0, = 15 » con el signo (+) 
para un desplazamiento a carga constante y el (-) cuando las placas 
se mueven a potencial constante. Luego, vale la relación general 


Mm, =F 3U,/ap. (1.87) 


Normalmente al medir,una de las placas del instrumento, p.ej. 
la A, está conectada al potencial de referencia (a tierra o a un 
terminal àe una fuente de potencial). Si se conecte la otra placa a 
un conductor cuyo potencial queremos medir, haciendo un contacto muy 
breve y retirándolo, de modo que el movimiento subsiguiente de las 
placas se realice a carga constante, actuará una cupla 


M, = =- dU,/ aq = (020%) èc /ag , 


que para la deflexión de equilibrio será compensada por la cupla elás 
tica (1.86), de modo que allí resulta 


qe= (07/23 0%) 60/4p = (1/27) (ac/ag)A (2.88) 
Los factores oue acompañan al potencial AV sólo incluyen constan- 
tes del instrumento que, en general, no se calculan sino que se ca- 
libra la escale 8 empleando potenciales conocidos. Notemos que la 
deflexión fe tiene el mismo sentido para potenciales AV de cual- 
quier signo, pues q Ay? > lo cual permite medir potenciales alter- 
nos (que cambian de signo periódicamente). 
Si conectamos la placa B al conductor y mantenemos el potencial 


constante, la cupla (1.87) vale 
e 2 
E, = + 0U./dp= 5 (ac/ap) Av E 
En el equilibrio resulta la misma áeflexión obtenida en (1.88), como 


puede verificarse de inmediato. Como era de esperar, la cupla sobre la 


placa Py es independiente de cómo se construye la configuración 
de cargas. 


A A 9 UEN DSA EAEAN EATA TIENS TT AAPEEE TOCA EA is 


=, 91. = 


CONEXIONES SIMPLES DE CONDENSADORES 


Ery Torass sencillos de conectar entre sí varios condensadores 
de modo de obtener diversos vlores de le capacidad con unos pocos 
veras de conductores. ¿ntre 


sizuientes: 


a) Con 


Imaginemos N+1 


do N condensadores, de modo q 
sólo esté cargado el conductor más 


interior de lo configuración, o 


Q =Q i BaS 0. =GQup, =D. 


| 
sea: | 
1 
j 
l 


Luego, las cərgas interiores de 


los conductores serán tod: 


igu- i 


les e -Q, y las cergas sobre las 


superficies exteriores veldrán Q9, 


como vinos en le fig. 15. g 
Fara cnda condensador, formoce por la superficie exterior del 
e 


conductor S; y la interior del S ción (1.80): 


i 


Q=C¿AV=C,(V,- Y,,1) A AS: A 


El condensedor formado por el conductor més interior y la su- 


perficis interior del conductor más exterior Skal tendrá una dife- 
rencia de potenci-l entre places: 


AUS Yi Vir > (Ty Va) AV Y3) + e.. Yy- Yp) + y 


+? 
donde cnd uno de los paréntesis es igual a Q/C; , según vimos. 


Luego, l- capacidad enuivalente de este condensndor será el cociente 


entre la crrez Q en su conductor interior y la ÂV recién calculada: 


x 
Q Q 1 1 1 
C¿=L A = => (1.89) 
E av Ze) 2 e lg TC 
T 


Cz Se denomina capacidad equivalente serie, Es fácil 
<0, 
ai Y i-. 


(fig. 26} 


ión en pa 


supongamos N condensadores conectados entre los dos conductores 
a y b, con ÁV= Va T Vp + Cada par de placas tendrá una carga 


-9 - 


Q; que dependerá de su capacidad Gi; > 
pero todos tendrán la misma diferencia 
de potencial AV . Luego, la carga to- 
tal será la suma de las Qj = c Ay 
(i=1,2,+..N): 


H El 
= 2-c,Av = av 


El condensador formado por los con- 


Qt 


ductores a y b tendrá una capacidad 


Cy = 94/81 = 


equivalente 


ĉi 


i 


Cy = yA C¿>0, Yi (1.90) 


c) Equivalencia estrella—triángulo (fig. 27) 


La conexión superior de la fig. 27 se denomina triángulo y la in- 
ferior, estrella. La diferencia de potencial es la misma para cada 
par de terminales de ambas conexiones (p.ej. Avi, = Avío) y las 
cargas totales de los conductores numerados son respectivamente igua- 
les si se verifican las siguientes relaciones de equivalencia: 


cf = (070390, +07 + 03)* 2 
Ch = (C3 01)%/ (07 + 07 + 03)? E £ 21 
c} = (0 07)%/(0, + C3 + 03)" N 
o sus inversas: 1 rd 3 
2 Fd 
c$ = (0, 07+ C3 0,+030 014/67 Je 
cS = (0, Cp+ 0903 + 6,0103 . dd : 
c$ = (0, C3+ C3 ca + c3 0,3503 sn k. 
(1.91) i 3] 


En estas relaciones (t) indica todos los valores que correspon- 


den a la conexión triángulo, (e) corresponde a las capacidades de la 
conexión estrella. 


Ejercicio: Demostrar las relaciones de equivalencia (1.91). 


: 
| 
| 
| 
i 
| 
| 
| 


sapa 


DIZLECTRICOS 


Cuando todos los electrones de un material están fuertemente li 
gados a sus núcleos, de modo que no hay movimiento de cargas libres 
en presencia de un campo E, se dice que el material es un aislador 
o dieléctrico. La carge neta que aparece en un elemento ¿5 de la 
superficie de un dieléctrico sólido al frotarlo, po se distribuye s9 
bre el cuerpo (como ocurriría en un conductor), sino que permanece 
localizada en el mismo d5. 

Si aplicamos un campo eléctrico E, las cargas positivas (en los 
núcleos de los átomos) y las negativas (en los electrones) de un die- 
lécirico, mutuamente li 
en senvidos opuestos a partir de sus posiciones de equilibrio, con- 


ias en caúa átomo o molécula, se desplazan 


virtiendo a cada molécula 


un divolo» Este efecto se llama pola 


, que contiene un número enorme 


zación: cada elemento de volumen 
de estos dipolos microscóricos, tendrá vu momento dipolar neto 

Í% = Z Y, Pa» donde va es el momento dipoler de cada una de las mo- 
iéculas del elemento. Como consecuencin de la existencia de un momen- 


to neto no nulo, el campo eléctrico en el interior del aislador, E s 


difiere del campo Z que existiria en vacio (en ausencia del mate- 


rial) para el E o conjunto de fuentes» 


La polarización əs un fenómeno complejo que ofrece muchas Ya- 


riantes. Bl meúio disléctrico puede ser isétropo o anisótropo. En el 


primer caso el campo B en el áiel$ctrico tiene la misma dirección 


que tendria E, en el vacio, siempre que las fuentes sean las mismas 


con y sin diel Léctrico» En un asedio anisdiropo el ángulo entre EM Y 
E depende de la dirección del campos 21 medio exhibe Dreh 
privilegiadas. Estas suelen coincidir con los ejes princiveles de la 
estructura cristalina en los dieléctricos sólidos». 

Cada dipolo puede tener un momento Ba más o menos intenso. Si 
en ausencia de campo exterior los momentos dipoleres individuales 
Ža son despreciables, de modo que sólo aparecen cuando se aplica un 
campo eléctrico, el dipolo es inducido. Este tipo de dipolo es carac- 
terístico de las moléculas mås simétricas (como las de los gases ra= 
ros, p.ej»). Si, por el contrario, el momento dipolar P¿ de cada mo- 
lícula es apreciable aun cuando el campo aplicado ses, nulo, el dipolo 
es permanente. Las moléculas con momento dipolar permanente se deno- 


minan polares; son fuertemente asimétricas (p-ej.: CLH, Hz0 , ete. Je 
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Cuando se observa un dieléctrico de este tipo en ausencia de 
campo eléctrico, el momento dipolar neto en un elemento de volumen 
resulta ser nulo. Ello es consecuencia de la distribución aleatoria 
de las direcciones y sentidos de los momentos individuales Ya - 
Esta condición aleatoria se puede deber a las colisiones (en los ga- 
ses), a las vibraciones (en los sólidos), etc. 

Definimos una cantidad llamada polarización, igual a la densi- 


polarización 
dad de momento dipolar neto por unidad de volumen: 
7, = Iaa (1.92) 


donde  $$(F) es el momento dipolar eléctrico neto definido más arri 
ba, medido para un elemento de volumen sť ubicado en la posición F. 
La variación de Ey con la posición está definida, en general, por la 
intensidad del campo eléctrico en cada punto. 

Para ver que el campo E en el die- 
léctrico es menos intenso que el que ha- 


bría en vacio (E), recordemos que sobre FA 
un dipolo (fig. 28) actúa una cupla A 
“== 
> de MS 
Ma = Pg x E (ver 1.47) 


que tiende a alinearlo con E. La compo 


nente del campo Ea creado por los dipolos 2 A Z 
en la dirección del campo aplicado es 4 ED 
antiperalela a éste (tiene sentido opues Ex e 

to, como se ve en las fig. 9 y 28). Las 

otras componentes se cancelan con las IN 28 
tuados en el mismo elemento de volumen, de modo que para el campo to- 
tal se verifica 


contribuciones de los dipolos vecinos si 


B| = [8,4 + E] < |El = EA (1.93) 


La relación entre el campo X, "en vacio" y el campo É con die- 
léctrico se puede medir fácilmente. En efecto, aplicando la relación 
(1.74) a un condensador cuya capacidad es Co en vacío y C cuando se 
coloca el dieléctrico a medir entre sus placas, resulta 


C/o = €/€,= E =R,/8 (1.94) 


que es el coeficiente diíeléctrico del material, inversamente 


-9- 


proporcional al cociente entre las fuerzas coulombisnas con y sin 
dieléctrico. 

De esta manera, mid:iendo las capacidades diferentes que resultan 
con distintos aislantea antre las placas áe un mismo condensador, se 
obtienen los coeficientes K, algunos de cuyos valores típicos se dan 
en la tabla siguiente: 


S agua E voli- aceites cerámico | titanato 
HBDIO| aire Dura mica et ileno papel r de Ti 0) de bario 
Xx 1,0006| = 80| 728 EPEY 2,2 15a 200 | 500 5000 | 


RIGIDEZ DIELECTRICA 


Los gases a temperatura ordinaria se comportan como materiales 
dieléctricos casi ideales. En ellos la proporción de partículas car- 
gadas libres es prácticamente despreciable, de modo que en presencia 
de un campo eléctrico no suelen observarse movimientos macroscópicos 
de cargas (corrientes eléctricas). 


Sin embargo, para campos muy elevados estos materiales pierden 
sus propiedades como eisladores y se convierten, parcialmente, en 
conductores. La intensidad máxima de campo eléctrico que puede sopor- 
tar un aislador sin convertirse en conductor se llama rigidez dieléc- 
trica. Cuando se aumenta el campo hasta alcanzar ese valor se produce 
la ruptura del material, es decir la ionización en una región locali- 
zada, generalmente cerca de las puntas de un conductor inmerso en el 
dieléctrico. 

Para el aire seco a presión y temperatura normales, la rigidez 
dieléctrica es del orden de En = 3 x10% V/m. Para aislantes sólidos 
la rigidez suele ser varias veces mayor. 

Es interesante conocer la densidad superficial máxima ba que 
puede soportar un conductor inmerso en aire. Según (1.64) este valor 
se obtiene como 


G= EB, = 2,7x100m, > 


Luego, una esfera metálica de radio a = 10cm podrá cargarse hasta 
totalizar un valor máximo del orden de 


29e 


dm = 4187 0, = 3,3x10 C = 3,3 p0. 


Este valor nos permite tener una idea de lo enorme del coulombio 
como unidad de carga, asf como del escaso número de cargas que pueden 
llegar a localizarse en la superficie de un conductor, en comparación 
con el número de electrones libres disponibles. En efecto, a razón yde 
un electrón libre por átomo del metal, el número totel de electrones 
libres en la esfera, supuesta maciza, será del orden del número de 


Avogadro (2% 6x10%), mientras que la carga máxima equivale a 


a, -6 


=| = A =z 2x 1012 electrones + 
e 1,6 x 10” 


DISTRIBUCION CONTINUA DE DIPOLOS PUNTUALES 


Desceribiremos un modelo aproxi- 
mado que explica adecuedamente el 
comportamiento de los dieléctricos 
en condiciones electrostáticas. Su- 
pondremos que el dieléctrico, que 
ocupa totalmente el interior de una 
superficie S (fig. 29), consiste 
en una distribución continua de di- 
polos puntuales cuya densidad está 
dada por (1.92). 

Calculemos el potencial $V} en 
un punto F, generado por el momento 
dipolar neto contenido en un elemen- 


to de volumen ¿7' ubicado en la po- 
sición Y”. Según vimos en (1.41) este potencial vale 


mekeo E p se EO E-E 
ar) = E xj 7 z-7 p 5 


Integrando sobre todas las fuentes dentro de la región 'Y(s) 
obtenemos el potencial debido a todas las cargas de polarización (li- 


gadas) en el dieléctrico: Eo ES adn 
És ts ACI) 
VAT) = k d A 
a E - FP 


donde, según vimos en (1.23): Ys 


Am 


RL ls A TO RT AGA nic ecc RA 


w IP 


-l 


œ-z9/lr-r P =- V ler 


“Una vez hecha esta transformación, podemos aplicar al integrando la 


identidad (A-6), obteniendo: 


Luego, : 
v¿(5) = e ferv- zz 


P(E’) A VE, 
a fr E o AU 
hy |F- |7-F] 
camos el teorema de la divergencia (A.12) y resulta, con dica as fs 


a cuyo primer término apli- 


237 
«Py 


Va(T) = k as’? —— + 
d ) |2- E] 


s 


(1.95) 


La expresión del potencial obtenida tiene la misma forma oue el 
potencial creado en TZ por una configuración de cargas que ocupan la 
región Y (s) po) y también la superficie 5 
que encierra a esa región, con densidad (Y): 


f rR) J „PEO 
virta kx Q)as” + E f ae 
Is 7-1 [z-z] 


Se Yi 


con densidad 


(1.96) 


Comparando las (1.95) y (1.96) definimos las densidades equivalentes 
de carga 


AS 
: y (1.97) 
f= Y. E, 


La carga total contenida en estas densidades equivalentes debe 
ser nula, ya que los números de cargas elementales positivas y nega- 
tivas contenidos en la totalided de los dipolos deben ser iguales. 
Para verificarlo, calculemos: 


0; -f ne fe A -f ses fa cvs DE 


después de aplicar el teorema de la divergencia (4.12). 
El significado físico de estas densidades se aclara cuando 
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consideramos una distribución de dipolos 
muy simple, como la de la fig. 30-a, don- 
de los dipolos en equilibrio están aline- 
ados con el campo eléctrico. Las Cargas : 
adyacentes de elementos de volumen conti- 
guos se cancelan, pero esto no sucede con 
las cargas ubicadas sobre la superficie 
exterior S, que tienen una densidad su- 
perficial neta Da t 
Para interpretar la densidad en vo- 
lumen fy consideremos un elemento de vo 
lumen ¿7 en una región en equilibrio 
donde la polarización Y, y el campo E 


están alineados, de modo que By = a E 
2.>0) en ¿T. Supongamos que en el 
interior de este elemento hay una carga 
puntual positiva. Luego, según (1.15): 


V. Py =a V. E >0. 


Eligiendo $T suficientemente peque- 
ño, como el encerrado por la superficie 
£S (fig. 30-b), vemos que a una iver- 
gencia positiva de la polarización le co- 
rresponde una carga ligada neta negativa 
en el interior de $T. 


(con 


TEOREMA DE GAUSS + EL DESPLAZAMIENTO ELECTRICO 


"í(S) hay una distribución de 
además de una distribución de ĉipo- 
fa- “alculemos el flujo del campo eléctrico E 

a través de la superficie S - aplicando el teorema de Gauss (1.13) a 
la carga encerrada por S » empleando la expresión (1.97) para Pas 


Ad 1 
3. = E (8) -4 fenem ETA -4 favs, 
Y "Y ° Lay 
az fe es la carga libre encerrada Qg >» Luego, aplicando el 
teorema de la divergencia a la última integral y agrupando las inte- 
grales de superficie en el primer miembro, resulta j 


Supongamos que en un volumen 
cargas libres con densidad Pe 
los con densidad 


5 
donde 


E 
> 1 
BE. (E + p,/8) E w (1.98) 
Definimos un campo vectorial 
D(F) = aE (F) + pF) (1.99) 


que llamamos desplazamiento eléctrico y que tiene la misma relación 
integral con respecto a las cargas libres encerradas por 5, que la 
que existe entre (€) y las cargas totales q, = Qe + aae 

En efecto, utilizando D la (1.98) toma la forma 


(1.100) 


que es una forma especialmente útil del teorema de Gauss. 

La utilidad de (1.100) se aprecia cuendo se trata de calcular 
el campo E conociendo la densidad de cargas libres f, y_las pre- 
iedades del material dieléctrico en el interior de una superficie. 


= > > 
Fai favi- fapa 
s "Y (Ss) Ys) 


de donde, enálogamente a (1.15), obtenemos la forma local del teore- 


En ese caso podemos expreser 


ma de Gauss: 


(1.101) 


La aplicación directa de la forma global (1.100) para resolver 
un problema electrostático es inmediata cuando la distribución de 
cargas presenta cierto grado de simetria. El procedimiento es idén- 
tico al descripto en (1.14), cuando definimos una superficie gauss- 
iana. Para calcular el campo eléctrico necesitamos conocer la rela- 


ción entre D y E, que analizaremos a continuación. 


| 
| 


DIRLECTRICOS_ISOTROPOS Y ANISOTROPOS: SUSCEPPIBILIDAD ELECTRICA 


En la mayoría de los dieléctricos que encontramos cotidiana- 

d mente, la alineación de los dipolos con un campo eléctrico aplicado 
resulta en una polarización Ph paralela a E, de modo que la re- 
lación entre ambos' vectores es un escalar que convendremos en expre- 
sar comc el producto 2¿X , donde X es un escalar adimensionel ca- 


racteristico del medio, llamado susceptibilidad eléctrica, y & tiene 
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las unidades requeridas para que en un medio isótrovo: 
Py = EXE... (1.102) 
Luego, (1.99) toma la forma 


> o e > 2 = 
D= E, É+Py= E&E+ € X E= El +X) E 


donde X= 0 en vacío (en ausencia de dieléctrico), en cuyo caso 
-= E E= EE Generalizando est relación definimos la permitividad 
del medio 

E= (1 +X)€,=X£, 


eE (1.103) 
Vemos que, a menos de la constante és, ý expresa el campo E, 


de modo que D 


que habría en vacío con les mismas cargos libres en les mismas posi- 


ciones en que medimos el campo E con dieléctrico. En realidad, la ; 
simple presencia del aislador provoca cambios en la distribución de E 
las cargas libres, de modo que las configuraciones de equilibrio con 
y sin dieléctrico suelen ser distintas, a pesar de lo cual siempre 
podemos descomnoner el campo total en 
E= E, + Fa , 

donde E, = D/e, y da es la contribución de las cargas ligadas. 
Esta última result” ser igusl a 

E = E-E E- De E-¿E-(-0É, 
pero todos los dieléctricos tienen coeficientes K>1, de modo que 
1-K<0 => EA es patiporalelo a E, como anticipamos en (1.93). 


De este hecho proviene el nombre de pI-eléctrico, que significa que 


el campo debido al medio se opone al campo debido a las fuentes libres, 
un resumen, podemos expresar los distintos campos en función del 
campo eléctrico total E: 


Py = EXE; D=c8; E -=KkEÉ; Eq = (1-K)E=-XE. 


Los gases, los líquidos y les sólidos amorfos son isótropos, a 
cuando los observamos en cantidades microscópicas» En cambio, para los 
sólidos cristalinos y los plasmas la relación entre las componentes 
del desplazemiento 5 y del campo É está dada por una matriz o ten- 
sor de permitividad E , tal que 
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3 
<= EE, osea Den Zo EnEn ((=1,2,3) + 


Si el medio es , además, inhomogéneo las componentes de E son 
funciones de la posición, es decir €, = Enl?) ” 

En la mayoría de los cuerpos sólidos los microcristales anisó- 
tropos están orientados en direcciones aleatoriamente distribuides, 
de modo que, a escala macroscópica, se puede definir una matriz es- 
calar € = € Sun : en cuyo caso vale nuevamente la relación 


to wi 
(1.102) y los vectores É, D? y Y, resultan ser paralelos. 


ENERGIA ELECTROSTATICA EN DIBLECTRICOS 


Recordemos la expresión de la energía electrostática de una dis 

tribución continua de cargas: 
u= 2 fa PD WE (1.59) 
2 yr 

domde, como hicimos para cargas en vacío, podemos extender la inte- 
gral a todo el espacio cuando la distribución de cargas es finita 
(si no lo es, igualmente el dominio de integración se restringe a la 
región Y que contiene todás las cargas). En (1.59) sólo interviene 
la densidad de cargas libres f= fe, pero el potencial Y(T) inclu 
ye las contribuciones de todas las cargas, libres y ligadas. 

Empleando (1.101) tenemos A =VY.D , de modo que (1.59) toma 
la forma 

u==farvy.D, donde vale la identidad (4.6): 
2 Mr 


=> y= 2 fav. (w5) + 4 Jati. E fam fess, 
2 2 


Yr yr Sk yr 
siendo Sa una superficie esférica de radio infinito que encierra a 
todo el espacio. De manera exactamente análoga a la demostración de 
(1.62) podemos ver que la primera integral del último miembro se anu 
la (verificarlo) y resulta 


TESE 7. E o (1.104) 
2 y 


# 


donde nuevamente definimos una densidad de energía 


(1.105) 


de la cual (1.63) es un caso particular. Para un medio isótropo 
D=E E, y la ecuación toma la forma : 


Te => ral (1.106) 

Las expresiones para la energía del tipo (1.59) son útiles cuan 
do conocemos la densidad des carga: libre pr en cada punto. Si 
sólo disponemos del campo BE(TF) conviene utilizer les expresiones 
(1.62) ó (1.104). 

Las dos formas (1.106) pueden usarse pare calcular la veris 2ión 
de energía potencial producida al cambiar el dieléctrico que ocupa 
una región éT por otro de distinta permitividad, conservando la ge 
ometría del sistema. Son interesantes dos casos típicos: 


a) Procesos que conservan la carge libre (sistemas ai 


lados): 
Aquí f= const. =>) = const., así oue conviene emplear la segun 
da expresión (1.106): Me= D?/26. 
Si el dieléctrico inicial en óT tento permitividad 8 y el 
que lo reemplaza tiene E, resulta (D =D) =D): 


A D?/2 €, E 


e O O 2 
=> = —= 
Na- D263 & 
r ejemplo, un aumento en la permitividad: Ê, > È , implica una 


sminución en la energía. 


d) Procesos a potencial co 


stante (empleando una fuente externa): 
ahora Y = const. ==> Ë =- const., así que conviene- emplear la pri- 
mera (1.100): Ne = ERY2. 


Si comenzamos con & en ¿T y lo reemplazamos por Ê, vale: 


2 
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En ambos casos la Variación en la energía es el trabajo nece- 


sario para reorientar los dipolos del medio, es decir gue represen- 


ta la energía de polarización. 


CONDENSADOR CON DIBLECTRICO 


La capacidad de un condensador varía si se introduce un dieléc- 
trico entre sus placas. Ya vimos en (1.94) que 


0/0, =E/€,= E, 


donde C es la capacidad con dieléctrico entre las placas y So es 

la capacidad en vacío. Dentro de ciertos límites esto se comprueba 

experimentalmente, independientemente de la forma y. del tamaño del 

condensador. Es una propiedad importante, pues permite variar los 

valores de capacidad disponibles para un conjunto dado de conductores. 
Para un condensador aislado con una carga libre Q en su placa 

interior, podemos calcular la relación entre los potenciales de las 

placas empleando (1.80): 

ec _ q/Ar _ Av 


= ¡4 = 
T Q/AY, Av = E, pues QoFR. 


Como vimos, la variación de la energía electrostática al intro- 


ducir un dieléctrico depende de las condiciones en las cuales se'rea- 


liza el proceso. Así, para un condensador aislado (Q = conat.): 


U gq ôY/2 Es 1 


= = = SE con una variación 
v Q AY /2 £ K 
o 
-X 
AT=U-U =UV-XU=0U(1-K£)=-XU= U, <0 
1+X 


En cambio, para un condensador conectado a una batería (AV = Av,) : 


u cCAywĵ2_ £ E 


2 
GA e,¿Av/2 c Å 


=x>1 con una variación 
AD = U-U, =KU -U= (E-1)0, = XU¿>0 + 


En todos los casos la diferencia AU representa la energía de 


polarización. 
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CONDICIONES DE CONTORNO EN LA SUPERFICIE QUÉ SEPARA DOS DIBLECTRICOS 


Siendo S la superficie que separa a dos medios dieléctricos de 
permitividades € y £, 7 BOS Proponemos hallar las relaciones que 
vinculan a las componentes de los campos eléctrico y desplazamiento, 
medidas a ambos lados de la superficie en puntos muy próximos a S 
donde Á es el versor normal que apunta hacia el medio (DD. 


a) Componentes normales (fig. 31) 


Supongamos que 


S está cargada con 


una densidad superficial $ de cargas 


341 


libres. Aplicando el teorema de Gauss 
al cilindro de la fig. 31, de altura ér 
despreciable, resulta 


zin 4.5 =D, A+ By (81) 65= 5, $8 


ird 


=n- Pan cos Xy ~ D, cos A7= E 


(1.107) 


En particular, si no hay cargas li- 


bres sobre la superficie de separación, 


o sea que Ñ = 0, resulta Dy, = Don 
(es decir que la componente normal del desplazamiento eléctrico se 


conserva al pasar de un medio dieléctrico a otro). 


Si los dos medios son isótropos y vale la relación =e en 
ambos, tenemos: 


EE cosæ = E Ey cosX, E (1.108) 


b) Componentes tangenciales (fig. 32) 
Aplicando la condición electrostática 

(1.33) al rectángulo de altura fr des- 

preciable de la fig. 32 resulta 


lim faz- E, -dl - E,- dË = O, pues 


To 2 
ar, SE ar, = úl . En esta expresión figura 


E. d= Es d2 , donde Ey es la componente 
del campo eléctrico tangente a la super- 
ficie de separación según el versor Ef] . 
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Luego, Eit = Est , 0 sea E, sen bos Ez sen Zo , 


es decir que al pasar de un medio al otro la componente tangencial 
del campo eléctrico E se conserva. 


Si ambos medios son isótropos esta condición equivale a: 
(2, /€1) sen Ay = (D7/€7) sen Az. 
En ausencia de cargas libres sobre la superficie 3 podemos di- 


vidir miembro a-miembro la penúltima ecuación y la (1.108), obtenien 
do la relación 


tg %, / tg %9 


EL/ Ê 


(1.109) 


semejante a la ley de Snell de la refracoión de rayos luminosos. Las 


relaciones obtenidas describen la refrección de las líneas del campo 
electrostático que se produce al pasar ás un dieléctrico al otros 

La utilidad de estas expresiones reside en la posibilidad de ex 
tender la solución de un problema electrostático, conocida en un me- 
dio (1), a una región adyacente localizada en un medio (2) de dife- 
rente permitividad. 

Un caso distinto es aquél en que la superficie 5 es conductora. 
Aquí debe ser Y=Y igual al potencial único del conductor, y los 
campos E y I deben ser normales a S a ambos lados de la superfi- 


cie, con valores dados como en (1.64) por 


> > a > > a 
D = E = 945 D, = E&E, = "A (œ = %, = 0), 


donde Y, y 7, son las densidades superficiales sobre las caras 
del conductor adyacentes a los dieléctricos (1) y (2), respectiva- 


mente. 


CAMPO INTERIOR EN UN DIELECTRICO 


Un dieléctrico no es continuo, sino discretos sus átomos o mo- 
lécules estón separados entre sÍ. Calcularemos el campo eléctrico 
efectivo que actúa sobre una molécula dada del dieléctrico. 

Para simplificar supondremos que dicha molécula está ubicada en 
el centro de una cavidad esférica A tan peoueña que podemos acep, 
tar que el campo eléctrico, la polarización Py y el desplazamiento 
F son allí prácticamente constantes. Supondremos además que los 
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otros dipolos que puedan llegar s compar- 


tir la cavidad no contribuyen, en conjunto, 
al campo eléctrico total. Este suposición 
results ser vílida para dieléctricos sSli- 
dos con estructura cristelina cúbica, y 
también para gases y soluciones líquidas 
ciluídas, pero no se cumple en sólidos con 
otras simetrías ni en lícuidos fuertemente 
polares. 

El campo eléctrico en el contro O de 
la cavidad es le suma de dos: contribucio- 
nes: 

E, =E + E (1.110) 


donde Em es el campo generado por fuentes 


A > 
exteriores a le cavidad e Y E ës el 


campo que crean los dipolos ubiendos sobre 
la superficie S(É) . ER se denomina compo interior. 
Para calcularlo elegimos un sistems de cooráennd”s esféricas 
con origen en O y eje z paralelo al compo exterior E. (fiz. 23). 
Según (1.97) la densidad superficial de cargo debido = los dipolos 
ubicados en la superficie S(Ĝ) vele 
59) = Fy- îe Py cos 8 


y? cue, en enuilibrio elestrostático, le polerissción $, Sn prro- 


lela al comoo Ee en un medio isótropo, según (1.107). 
Luego, el campo oue genere esto distribución superficiel 5 en 
sl centro O vale 


E (F= 0) = ge MESES 
MEE 
sis jz 
ya que E a E; = 0, debido a lo simetría de la distribución de crr- 
gas. un las coordenadas elegidas tenemos (verificarlo): 
MF del ra 2 > 
43% rsen 48 dq ; t-z) IF}? = -cos 8/r°, con rajz] 
Luego a i 
1 2 
E, = 7 jêg | 90 (-p,) (-sen6) (cos) = py/3€, 
ATE 
o 9 
donde P, = Py 2, de modo que E, = B,L/3E, ) y resulta 
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+ $y/ 3E, (1.112) 


En la discusión anterior hemos supuesto que tanto el Campo E, 
como le polarización p, son homogéneos, lo cual se justifica amplia 
mente, ya que la cavidad tiene dimensiones del mismo orden de magni- 
tud que las distancias intermoleculares, las cuales son despreciables 
en comparación con la dimensión caracteristica de variación de los 
campos. Por definición, éstos no varian sobre distancias típicas de 
un elemento de volumen y en un dieléctrico un elemento contiene un 
número enorme de moléculas. 


POLARIZABILIDAD MOLECULAR: RELACION DE CLAUSIUS-MOSSOTTI 


El campo interior EN es el campo eléctrico promedio que actúa 
sobre una molécula polarizándola y alineando su momento dipolar En 
con R , según lo requiere la condición áe equilibrio (1.48). 

Geesi podemos definir una constante ot tal que 

Pa = «E; 
Esta constante, llamada polarizabilidað molecular, tiene un valor 
característico para cada material dieléctrico. 

Si n= ¿N/$T es la densidad numérica de moléculas (número de 
éstas por unidad de volumen, expresada en EJ la polarización đe- 


finida en (1.92) se puede expresar como 


donde reemplazemos el campo interior por su expresión (1.112): 


dy = na (E, + 9,/38) == 5, (1-n0/38,) = neE,. (1.113) 


Por otra perte, la (1.102) nos da otra expresión de la polari- 
zación en función del campo exterior: 


(E- E) E, = EX - 1)E, (1.114) 


Eliminando By y EN entre las ecuaciones (1.113-114) resultas 
Py ne na 


E age, TE) AS E aS >1 


e 
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De esta última relación podemos despejar na, obteniendo la 
ecuación de Clausius-Xossotti (verificarla): 


ne. ¿(a (1.115) 
> a 


que expresa la polarizabilidad (propiedad microscópica) en función 
del coeficiente dieléctrico K (macrosceópico, inmediatamente medible). 
En general, como dijimos, el momento dipolar Sn puede descompo- 


nerse en dos términos: 


Bn = Pp t Pio’ 
el primero es la componente permanente del momento, y el segundo es 
la componente inducida, que es nula en ausencia de campo exterior» 
Análogamente, podemos considerar dos componentes de la polarizabili- 
dad molecular: 
A = Xp +0. 

En equilibrio térmico se puede demostrar que la polarizabilidad pema 
nente p es inversamente proporcional a la temperatura T. Ello se 
debe a que la orientación de los dipolos paralelamente al campo bajo 
la acción de la cupla Fa xE, es un proceso que (p.ej. en los gases) 
tiene lugar entre las colisiones, es decir entre dos choques consecu— 
tivos, pero la frecuencia de estas colisiones aumenta al aumentar 
la temperatura del material. Al final de cada choque la molécula. que- 
da"desorientada", es decir que su momento Ba está orientado al azar 
con respecto a la dirección del campo. La siguiente colisión, para 
temperatura elevada, no le da tiempo a elinearse completamente con 
E, , y el valor medio de Fp n kas E, resulta ser muy pequeño. A bajas 
temperaturas el tiempo entre choques es muy grande y permite la ali- 
neación, con el consecuente aumento en œ . 

Si medimos el coeficiente dieléctrico de un material para đistin 
tos valores đe la temperatura, podemos estimar el peso relativo de ca 
de componente de la polarizabilidad: una fuerte dependencia de la tem 


peratura significa un momento permanente dominante, es decir una molé 


cula muy asimétrica (p.ej. H¿0 » NEz , 01H); en cambio, una polariza- 
bilidad constante indica una gran simetría en la molécula (Ar, CC1g). 

Como vemos, la relación (1.115) permite extraer conclusiones 
sobre la estructura geométrica de las moléculas del dieléctrico, con 
sólo medir el coeficiente K(T). 
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ELECTRETSS Y FERROELECTRICOS 


Un electrete es una sustancia que puede adquirir una polariza- 
ción permanente. Un ejemplo típico es la cera de carnaúba (o de can 
randey): si la derretimos y encendemos un campo eléctrico intenso 
que permanece encendido mientras la enfriamos, al solidificarse su 
polarización subsiste después de apagar el campo eléctrico. Sucede 
que en el estado líquido las moléculas se han alineado con el campo 
eléctrico, y retienen la orientación de sus momentos dipolares en el 
estado sélido. Si se corta un electrete en bloques, cada uno retiene 
la polaridad del bloque original, como sucede en un imán ("magnet"). 

La ferroelectricidad es una 
propiedad que presentan materia- 
les cristalinos como la sal de Ro 34 Š 
chelle, el titanato de bario, ale 
gunos fosfatos, etc. Bajo la ac- 
ción de un campo eléctrico É el 
material se polariza de modo per- 
manente, según se describe en la 
fig. 34. Si partimos del estado O 
(en el cual R = D = 0) y aumenta- 
mos E, observamos que Py Y D cre- 
cen en forma no lineal, rápidamen 
te al principio hasta que Py al- 
canza un valor máximo, llamado 
polarización de saturación. Al lla 
gar a ese estado (A), todos los dipolos se han reorientado y son pa- 
ralelos al campo eléctrico aplicado. Puede verse que pera BRE(A) 
el desplazamiento sólo puede crecer con AD/AE =E, (demostrarlo). 
Si reducimos el campo E, el desplazamiento varía aiguiendo la 


curva AC, de modo que cuando B ha descendido a 0, aún subsiste un 
valor de 


A aieiai 


e 


D(C) = D, + 0, llamado "campo remanente”. Para eliminar 
este campo debemos aplicar un campo eléctrico B(F) de sentido opues- 
H to al inicial, denominado fuerza coercitiva, Si el campo opuesto si- 
gue creciendo en magnitud podemos llegar al estado B, desde donde 

E alcanzamos los estados G y H, sucesivamente (simétricos de C yF ai 
en B llegamos a la saturación). A partir de G, hasta llegar duo Vamen 
te £ la saturación en A, el sentido del campo eléctrico coincide con 
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el del campo inicial. La curva cerrada de la fig. 
ciclo de nistéresis. 


34 se denomina 


Por encima de una cierta temperatura Ta 


(llamada de Curie), las 
propiedades ferroeléctricas des 


aparecen. Esta temperatura crítica es 


: o y 
de 120 C para el titanato de bario, y de sólo 24% para la sel de Ro- 
chelle. 


PIRZORLECTRICIDAD Y PIRORLECTRICIDAD 


Cuando se ejerce presión mecánica sobre un material piezoeléc- 


trico se produce una Separación de cargas, de modo que una parte de 


su superficies se carga positivamente, y otra negativamente. Esto ocu- 
rre en el cuarzo, en la sal de Rochelle, 


sustancias cristalinas. 


en la turmalina y en otras 


La densidad superficial de carge libre resul- 
ta ser proporciona. 


tría del cristal (si la compresión o expansión es paralela al eje, el 
efecto piezoeléctrico es despreciable). 


El efecto piezoelfctrico inverso consiste en la compresión o ex- 
pensión del cristal cuando se lo somete a un campo eléctrico. Un cris 
tal de cuarzo que vibra (con una Frecuencia natural que depende de 

Hiscuencia natural P 


de sus vínculos) genera una diferencia de potencial 

de frecuencia muy estable (éste es el principio 
irgcuencia muy estable 

cuarzo" 


la la presión ejercida normalmente al eje de sime- 


sus dimensiones y 


de los "relojes de 
+ El efecto inverso se usa para generar ultrasonidos: aplican 


do une tensión variable a las caras del cristal piezoeléctrico, si la 


frecuencia de dicha tensión coincide con la frecuencia natural de vi- 


bración del cristal, éste vibra intensamente y genera ondas ultrasó-— 


nicas. Actúa así como un transductor: es un sistema que transforma 


energía eléctrica en mecánica. 


Cuando se calienta (o enfría) un meterial piezoeléctrico, tam- 


bién se distorsiona su superficie, por la expansión o contracción tér 


mica, y aparecen cargas en ella. Este caso particular del efecto pie- 


zceléctrico se llama piroeléctrico. 


Estos efectos difieren de la electrostricción, que es la distor- 
E£tEctrostriección 
sión que sufre todo die 


léctrico (cristalino o no) sometido a un campo 
eléctrico: la 


dimensión paralela a E aumenta, por la separación de 


cargas qus el campo induce. Ën cambio, en el efecto piszoelécirico 


inverso dicha dimens 


ón aumenta para un sentido de E, y disminuye pa- 
ra Y de sentido opuesto. 


e ie a e 


CAPITULO 11 


CORRIENTE ELECTRICA 


CORRIENTE Y DENSIDAD DE CORRIENTE 


Hasta aguí hemos considerado que todas las cargas (fuentes) están 
quietas y, como consecuencia de la ley de Coulemb, el campo eléctrico 
En conservativo (1.20). En lo que sigue estudiaremos el proceso de con- 
ducción eléctrica en cualquier medio, pare luego analizar el movimien- 
to de carges en el interior de buenos conductores, con especial inte- 
rés en los metales. 

Las cargas móviles pueden ser electrones o iones de ambos signos 
que se mueven en el vacío, en una solución electrolítica, en un gas io- 
nizad etc. En los metales los electrones son los portadores de carga, 
que no pueden atravesar le superficie límite del conductor (decimos que 
los movimientos posibles de los portadores están restringidos por la 


geometría del conductor). 
Las velocidades individuales de las partículas portadoras toman 


valores aleatorios (pero no completamente arbitrarios) en ausencia de 


un campo eléctrico, y su promedio l debe ser cero, o sea 

ü= <> .-Z 7/58 =0, 
donde ¿N es el número de portadores libres de carga en un elemento de 
volumen él de la región conductora. El número total de cargas allí pue- 
de ser mucho mayor, Sero sólo consideraremos las cargas en movimiento, 
no lizaeúas a centros fijos (como lo están los iones positivos en una 
red cristalina). 

En presencia de un campo eléctrico É les cergas comenzarán E mo- 
verse con velocidades Y, cuyo promedio ú ya no será nulo y tenderé, en 
general, a alinearse con É(selvo en casos de fuerte enisotropía que 
comentaremos más adelante). La velocidad media U, que varía con la po- 
sición Y y con el tiempo t, es un campo vectorial definido para un 


punto Y y un instante t dados: 
u = ú(F,t), 
mientras que Y es le velocidad de cada portador que en t pesa por el 


elemento ÍC centrado en F. Las curvas tangentes a Y en cada punto se 


denominan líneas de corriente (fig.1). Si trazamos todas las líneas de 


corriente aue atraviesan una curva cerrada $ queda formada una super- 
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ficie tubular que se llama tubo de corriente o tubo de fluio 


Si elegimos una porción ¿7 de 


aste tubo de sección ¿S normal a Ù 
de modo que contenga a todas las cars 
gas que atravesarán ¿Sen un inter- 
velo de tiempo $t (fig.1), la longi- 
tud de la porción debe ser ¿l= ust 
y su volumen 
sT anu it ás. 

Si la densidad numérica de portadores 
allí vale 


> 


n= 


a , endonces p= an, 
slendo P la densidad de carga y q la 
carga de cada portador (Bupondremos al 
principio una sola especie de cargas 
en movimiento). Resulta 


¿q= pst = pués $4 
y la carga que atraviesa ¿S por unidad de tiempo vale 


él = (ág = 
ee ly pa ás 


z i R Ñ 
a cantidad {I es la corriente (o intensidad de corriente) a través de 


$5. Bn general, para una sección cuya norm: ve e ente qu 
A A a 
5. E > $ al es n, se Tácilment e 


== Bs = 


Vemos en (2.1) que la corriente $1, que 
representa el movimiento neto de cargas a se 2 
través de una superficie &S, es proporcio- 
nal al área normal (8.A $S) atravesada. 

Conviene definir una magnitud que no dependa 
de la superficie elegida, sino que describa 
las cargas en su movimiento colectivo. Esta 
Magnitud es la densidad de corriente,que pa- 


ra una sola especie toma la forma 


> > 
J= pu 


(2.2) 


oda wi AtA 
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tal que {I= J- ¿3. Para una superficie extensa 5 (de área A>» 563) a- 


El 4 P 
travesada por una corriente de densidad j, tenemos una intensidad de 


corriente total 


i - fas -f 83. f ; (2.3) 
s Js s 


que representa la cantidad de carga que atraviesa 5 por unidad de tiem- 
po. En general, j variará con Y y con t según lo hagan pr, e) y ú(F,t), 
mientras que I dependerá de t y de la superficie S. Si j, €93 constante 
sobre toda la S resulta I= 3, å e 

Si hay varias especies de portadores, cada una con carga q, ; den= 
sidad numérica n, >y densidad de carga Pu y velocidad EN y Sada especie 
contribuirá a la corriente total 4I a través de áS con una intensidad 


El, = AMA EEG Poy $S = dy $ 
i= FéL, = 7. s 7. i$ 
k k k i i 


de modo que le densidad de corriente total vale 


FG, t) = Er E Z An 


Ejercicios verificar que, bajo la acción de un campo E=-E%Zenun me 
álo isótropo, las contribuciones Te de dos especies de vargas opuestas 
(+0) y l~g) con|E E l_e igual densidad n, son idénticas y calcular 
la densidad total de corriente. 

Observemos que el signo de I está definido por el de las cargas y 
por el sentido en que éstas se mueven de modo que 1>0 pare cargas po- 
sitivas que se desplazan con u>0, pero también lo es para Cargas nega- 
tivas con u<0. Así, los electrones que se mueven según ES generen una 
corriente Ei = -1312 de sentido opuesto. Por ello en los metales, donde 
los electrones son los portadorsa, se suele definir a I como la "corrien- 
te convencional" (opuesta a la "corriente de portadores, paralela a a) 


Unidades: 


Bn el S.i: [1] = 18 = A = Amperio 


[3 
es la unidad fundamental de las megnitudes eléctricas (todas làs demás 
son derivadas) y se define a partir de la ley de Ampère (Cap.I11). 


En el sistema gaussiano se emplea el 
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[I] = u.e.m. (i) = abr = U:8mta) Zioa 
ls 


(Amperio absoluto o unidad electromagnética de corriente). 
La unidad electrostática len desuso) se deriva del Pranklin: 


[I] = usess.(1) = -esla 1 1% 


ls s 
y como 10x3 x 107 f=1l A~ 3 x 10) sta. 
Luego A a 
l um.e.m.(i) Babà a 3x10 oo (2.4) 
l u.e.s.(i) stå s 


que es la velocidad de la luz en el vacío. Este es un resultado experi- 
mental que permite construir el sistema gaussiano de unidades, Queda 
por ver cómo se definen las unidades de corrientes usuales la y 2bA) a 
partir de la ley de Ampère (Cap.111). 


CONSERVACION DE LA CARGA: ECUACION DE CONTINUIDAD 


See S una superficie cerrada fija (fig.3) en una región donde hay 
cargas en movimiento. Partiendo de la imposibilidad de crear o destruir 
carga en un sistema mislado veremos qué relación hay entre la densided 
de carga pi) y la densidad de corriente j(F,t) en la misma posi- 


ción F y en el mismo instante t. Pa- 
ra ello calculemos la variación que 
puede sufrir la carga Q encerrada por 
S en un intervalo breve de tiempo át: 


a= fits => (58) = faz >e (2.5) 
YN its Yis) 25 
donde ap/at representa la varia- 
ción temporal de p en cada elemento 
fijo dí. 

También podemos calcular la mis- 
ma variación (5Q/ St), teniendo en 
cuenta que Q sólo puede aumentar cuan 


do entra una corriente, o disminuir cuando una corriente sale, es decír 
$0 
E =lentrante T IsalienteSle - 1, - (2.6) 


S 
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in la fig. 3 entra IĻ¥0 a través de la porción 5, , mientras que sale 
sn . 


1,+02 través de 5, + Allí se ve que: 


en S4: ar = - 8.3 


=> 
en S, d+ 8] — 


ya que elegimos siempre di = 2 as con A saliente Y S cerrada. 


Luego, (2.6) se puede reescribir como 


(#2) -- s3- f s7- - fai (2.7) 
56) S, S, 


S 
ya que Su S,=5 y HSn S, = 0. Aplicando el teorema de la divergen- 
. = 
cia a (2.7) e igualando los segundos miembros de (2.5) y (2.7) obtene- 


mos 2 a 
faz = -fav Jo Ys 


dt 
(s) Y 
lo cual sólo es posible si 
ev. j=0|. (2.8) 
òt 


Esta consecuencia de la conservación de la carga es wna ecuación local, 
> i z E f 
válida para f y j medidas en los mismos Y y t, y se denomina ecuación 


de continuidad de la carga eléctrica. l 
Un caso particular đe (2.6) se utiliza con frecuencia: cuando a 


una superficie cerrada entra carga positiva [( o sale negativa,lo que es 
equivalente), como sucede cuando a través de un 


cable se carga un condensador, tenemos 


dot. 1 
Gk 5 


lo cual se esquematiza como en la fig. 4 y se 


expresa como 


Tentrante (2.9) 
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El movimiento neto de cargas implica una energía cinética que ha 
sido impartida a dichas cargas por alguna fuente externa. En particular 
en los conductores metálicos las cergas libres se mueven de manera de 
eliminar las diferencias de potencial (es decir que se mueven bajo la 
acción de las fuerzas añ), transformando energía electrostática en 

energía cinética. En sus colisiones con la red cristalina del metal, les 
cargas pierden dicha energía cinética y la corriente decrecerá a menos 
que el sistema reciba energía eléctrica de un agente exterior. Hay di- 
versas maneras de entregar esta energía eléctrica al conductor,o de"g 


ge- 
nerar electricidad” (es decir, transformar energía de otra forma en 
energía eléctrica): 


a) Inducción electromagnética: el generedor rotante inventado por Para- 
day (Cap.111) trensforme energía mecánica de rotación en energía eléc- 
trica. Á menudo la primera se obtiene a partir de la energía térmica en 
una turbina, la que a su vez se obtiene a partir de la energía cuímica 
(reacciones de combustión), nuclear (reactores), solar (colectores) ,hi- 
dráéulica (gravitación), etc. 

b) Métodos voltaicos: las pilas y las baterías producen energía eléc- 
trica a partir de energía química por diferencia entre potenciales de 
ionización o procesos equivalentes. 


c) Métodos electrostáticos: las máquinas de fricción (ya conocidas 


por 
Coulomb) utilizan energía mecénica, si bien casi no se usan en la ac- 
tualidad, con excepción del generador de Van de Graaff, utilizado pera 
producir potenciales elevados y acelerar partículas. 

d) Otros métodos: en ciertas soldaduras o en juntures (2.8. cobre con 


bismuto) la diferncia de temperaturas genera una corriente, convirtien- 
do energía térmica en eléctrica (efecto Peltier); en los dispositivos 
fotoeléctricos los fotones extraen electrones de un conductor o semicon- 
ductor y transforman energía radiante en eléctrica; en los materiales 
Piezoeléctricos la compresión genera diferencias de potencial en 
tas direcciones, etc. 


cier- 


Un sistema como los mencionados genera un campo eléctrico no _ con- 
servativo, ya que transforma en energía eléctrica la disponible bajo o- 
tras formas (mecánicas, química, nuclear, etc.). El campo total en una 
región donde hay conducción eléctrica será entonces 


¿(1 =E +Ë (2.10) 


A A AAA aa akaa A 
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donde E es la componente conservativa (cuyas fuentes son las cargas 
quietas, de la red cristalina, p.ej.) que verifica (1.20) 


yxE=0 o sea E=s-YVV, 


mientras que E: es la componente no conservativa originada en algún pro- 
ceso de transformación del tipo de los arriba mencionados (a-d). è 


Sean A y B dos puntos de esta región: el trabajo realizado por el 
campo sobre una carga de prueba q que se mueve desde A hasta B es 


Ta Fe A 
Mie sf dr.É, = éq fas + af ar.E* = 
7, F, 


a A F A viFa) 
sa fo + da f AE =- ta Taa fes 
e 


n 


w 


A 


= - 2.11 
=> | te= - $9 AV + dE, = $9 CÉ AV) (2.11) 
donde AY, = YES) > vr) es la diferencia de potencial entre A y B, 
mientras que Pa 
6 = az. E (2.12) 


ta 
es el trabajo por unidad de carga realizado por las fuerzas no conserva- 


tivas, que llamaremos fuerza electromotriz.d f.e.m. Esta f.e.m. depen - 


de del dispositivo (generador) encontrado a lo largo del camino elegido 
para ir de A a B, a diferencia de AV que no depende del camino recorrido 
entre å y Bo. 


Si A coincide con B ( camino cerra- 
do), AY = 0 y (2.11) se reduce a 


En 
$us, -é -26 


donde Êj es la contribución de cada tra- 


mo del camino donde existen fuentes no 


conservativas (tramo activo; los tramos 


con ĉj= O se denominan pasivos). 


El camino cerrado se llama gireuito (b) 
eléctrico. La representación convencio ~ 


EHEORraCOL. A | B 
nel de una f.e.m. se ve en la fig.5,don- = | po 


de (a) eeosérauna f.e.m. arbitraria, ge- 


neralmente variable como G(t), y (bluna 2 


f.e.m. continua. Las polaridades indicadas corresponden al signo 


- 118 - 


definido por (2.12). 


Es obvio que las unidades de £ y AV coinciden (voltios). 


POTENCIA: LEY DE JOULE 


Cuando una carga q se mueve con velocidad U en un campo exterior 
E, la potencia entregada por el campo es- 
$P 0. aW F. dr $q E.ū dt 


= = = QE. 
at at dt 


En particular, en una región donde la distribución de cargas es conti- 
nua: éa = pát y la potencia entregada por É en SŪ vale 

iP = 57 pul = sti.Ë, (2.13) 
lo que permite definir una densidad de potencia 
== ZE (en Watt/m?). 

az 

La energía cedida por É se transforme en energía cinética de las 
cargas, que las transfieren a otras cargas durante las colisiones gue 
tienen lugar en una región conductora de alta densidad n. En un conduc- 
tor las transferencias más frecuentes se producen desde los electrones 
a los iones de la red cristalina cuya energía cinética de vibración es 


proporcional a una magnitud escalar que denominamos temperetura (+), Es- - 


to se puede expresar mediante la relación 


T 1 a r 

SE Ee a < vi> (2.14) 
donde m es la masa de un ion, <i> es el valor medio del cuadredo de 
la velocidad de los iones y Ti es la temperatura iónica absoluta (en 
°k = grados Kelvin); K es la constante de Boltzmann, de valor 


K = 1.38066 x 107 3/°K. 


Bay relaciones similares a (2.14) oue expresan la energía de traslación 
de las moléculas de un gas, de los electrones en un conductor,etc. 
El eumento de temperatura de la red da lugar a un flujo saliente 


e calor (radiación), de modo que la energía del campo eléctrico termi- 
na calentando al metal y éste emite casi toda la energía en forma de ra- 


diación. La potencia irrediada por un tramo AB del conductor será,según 


(+) Principio de la ecuipartición de la energía, 
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resultado conocido como ley de Joule, quien lo obtuvo èn la forma( 2.26) 
que veremos más adelante. 
En un tubo de corriente cerrado la ley de Joule toma la forma 


P - faz J-E + fars (2,15) 


donda E y E' fueron definidos. en (2.10). Si no hay acumulación de car- 
gas, o Sea que ap/ ət = 0 en (2.8) como sucede para una corriente con- 
tinua, podemos elegir un elemento del tubo de sección 45 = 47 /al 


. Jags jas ats Qil) as at = (3 asian Herdi. (2.16) 


Las expresiones 7 dt el dí en (2.16) representan lo que denomi- 
namos un elemento de corriente, concepto útil para estudiar el moviren- 


to de cargas en cables conductores delgados, donde J= j ds = const. s30- 
bre todo el cable. La condición más general 


I= fz23- const. Y sección 5 
s 


es válida para todo tubo āe corriente siempre que 33/ dt =0, ya que no 
puede haber flujo a través de las paredea laterales del tubo (por defi- 
nición, allí ¿8.j=0). Por ello un tubo de corriente también se ilama 
tubo de flujo pues el flujo de j se conserva a lo largo del mismo (+). 
Entonces, para un cable de sección poquefñia, empleando (2.16) podemos 
expresar (2.15) como 
2018. Er 1 fi Post ` (2.17) 


Esto significa que en un circuito cerrado la potencia total entregada 
por las f.e.m. es el producto de la corriente gue circula, por la f.8.M> 
total -= 8; . El signo de P viene dado por la relación (2.12), de 
modo que la f.e.m. entrega potencia al circuito cuando I sale áel ter- 
minal positivo de E (118.5). 

Si tenemos un conductor de sección grande por el que circula una 


(+) Eata propiedad es muy útil para la descripción de campos magnéticos 
(Cap. III}. 
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corriente I, podemos descomponer al conductor sn un gran número de tubos de rección es prácticamente 


corriente delgados, cada uno con una corriente 


$1, 3 É$t,= To 


aleatoria. Como conga 
cuencia de este tipo de 


procesos podemos carac- 
Un elemento de volumen del tubo medirá terizar el movimiento de 
los portadores como si- 
gue: 

a) el promedio de las ve- 
locidades después de 


az= Z aL, as 
Z aas, 


y (2.15) tomará la forma 
P= Z Ga f sie (EE + EKD] 
donde dl åS jy = dt, $1, como en (2.16). Luego, 
P= 2 SI ( $ dd, E + $, E) =Z s, =é, 
k — — k 


Fesultads idéntico a (2.17), donde hemos supuesto que JET- ÉNk ,es 
decir que el contacto entre el cable y la f.e.m. es muy eficaz. 


colisiones próximas es 
aproximadamente nulo; 

b) el promedio de las 
componentes normales a 


É de las velocidades es, en todo instante, aproximadamente nulo; 
c) podemos definir los siguientes parámetros: 
$e. tiempo medio entre colisiones próximas; 


Unidades: b = frecuencia de colisiones, 


AF camino libre medio entre coliaiones, 
ú = <7) = velocidad media de los portadores (la misma de (2.1)), 
Estes cantidades verifican la relación evidente: 


1 A 
Star 


R u 
donde Y ii E según (b). 


ean = [?P]= [:]. [8] —> 


LEY DE OHM: MODELO ELEMENTAL 


Experimentalmente se encuentra una sencilla relación (Ohm, 1826)en- 
tre la corriente que circula en un conductor y la diferencia de 


oten = 
cial entre sus extremos. Describiremos un modelo elemental que a i Para estimar la velocidad media entre colisiones apacanos Le 1e 
justificar esta importante propiedad de los conductores. de Newton a estas cantidades medias con U(inicial) %0 y F = q E: 
Consideraremos un tramo pequeño de un conductor isótropo (fig.6) en - F E 

cuyo interior el campo eléctrico es E Supondremos que los portadores de A: Ta Se ny, i 

carga son los electrones, pero el resultado será independiente del signo de Luego, ; = 

los portadores, cuya carga llamaremos q. Un electrón es acelerado por el J= pi = (an) E sda E (2.18) 

i campo È} y avanza describiendo una trayectoria curvilínea haste acercar- n nv 


donde el coeficiente de Ë es independiente del signo de los portadores y 
es proporcional a la densidad n de éstos. Esta cantidad se llama con 


se a un ion de la red cristalina, que por ahora supondremos quieto, La 
fuerza de atracción coulombiana curvará la trayectoria tanto más cuanto 
más se acerque el electrón a un ion (unos pocos electrones avanzarén en 


ductividad eléctrica y se representa por Ù ; 


[7- e]. (2.19) 


UV varía de un material a otro; su inversa se denomina-résistividad y la 


el sentido de Ê), Una desviación fuerte (p.ej. de más de 90° 


to a la dirección de incidencia) constituye lo que denominamo 
sión próxima, 


con respec- 


s una coli- 
de la cual el electrón emerge con una velocidad Y cuya di- 


representaremos como 7 (4), o sea 


En n 
7 =5 => E=7i (2.20) 
La expresión (2.19) es la forma local de la ley de Ohm, válida pa- 


E 3. á 
raun elemento de volumen (el mismo para j y É) en un conductor isótropo 


En general, para medios anisótropos se pueden calcular o medir las com- 


ponentes locales de j y £ para la conducción eleétrica. La relación en- 
tre ellas toma la forma generalizada: 


== => a 3 
j=UE, o sea E De Ee (k= 1,2,3) 


donde Y es el tensor (o matriz) de conductividad. El caso isótropo co- 
rresponde a Dg= D dk (Ses la delta de Kronecker). La ley de Ohm ge- 
neralizada describe la conducción en sistemas tales como los plasmas 
(gases ionizados), sólidos anisótropos, etc. 

A partir de le forma local es muy fácil obtener las fórmulas ori- 
ginales de Ohm, válidas para cables delgados. Sea el tramo AE de un ca- 
ble por el que circula una corriente I. Empleando (2.20) resulta 


f Fo B a 
ar, = ar. ES = E 4 E Y 
A Pa 1 A 1 Š A È 


Ta 
pues dF.j = dr I/S, donde $ es la sección normal del cable. EL coefi- 


dli 


I Baz (2.21) 


ciente Rpg de I en (2.21) es independiente de la corriente y se llama 
resistencia del tramo AB del conductor. 


a 


donde L es la longitud del tramo AB. 


7 es constante en ese tramo 
tenemos 


k 


(2.22) 


En (2.11) vimos que la energía por unidad de carga que el campo to- 


> 


tal E, entrega entre A y B es 


(e) > = (É - AV) > (2.23) 
948 7, 


Igualando (2.21) y (2.23) obtenemos la expresión global de la ley de Qhm: 


v(8) - v(a) =E 


AY as” Rapt (2.24) 


que se representa gráficamente como en la fig. 7-a donde hemos elegido 


(+) La notación usual de V'es f» que nosotros empleamos para designar 
la densidad de carga. 


a a cd ama E 
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una corriənts I cuya densidad es pa- 


ticular del sentido de I. Para cir- 
to R 
des (+y-) en las terminales de cada 


T 

ralela a Ba y vemos que la polaridad 7 3 Al ES 
> - + 

de la f.eom. (que da el sentido de By, Pa, 

À č R 

AB 
cultos más complicados el sentido de 2 A 
la corriente se elige erbitrariamen=- al 
Y 

resistencia (5). Bl esquema do la fig. 7-b se méáiliza para sisbolizar 
elementos pasivos (f.s.mo = 0) on un cirouito. 


fig. 5) determina este elección par- ia 
te, y con $l se fijan las polarida- 
En la fig. 7-b hemos indicado la caída de tensión (o de voltaje) 


sobre R como 
io 2.25 
Vg Ri ( ) 


donde i es una corriente elegida arbitrariamente. Si a partir del cál- 


culo o de la medición resulta i<0Q0, las polaridaãñes serán opuestas a 
las indicadas, que sirven de referencia. Con esta convención (2.24) to- 
ma la forma 


AV=E-BRi=É- Y 


En particular, para un circuito cerrado tenemos: 
A = B => AV =6- Ri = 0=| é= Ri] 

y para un elemento pasivo (£ =0): 
AY = - Vp - Ri (celda). 


Empleando (2.20) podemos expresar la potencia entregada por la fem 


(ver 2.15) como S A 


8 

= das 2 

po faz. faia- aqi 
A A A 

que para un cable delgado (j = I/S} toma la forma 


(4) Notemos que una polaridad es redundante, ya que fijada la de una 
terminal la otra debe tener la opuesta. 


EAE 
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B B 
2.2 2 
= ja > á à (2.043 
P ió r fax = I Riz> (2.dui 
A A 
expresión descubierta experimentalmente por Joule. Ein un circuito 


rrado vale (2.17), de manera que 


18 = IR 


donde IÉ expresa la potencia entregaós vor la f.e.m e Tz la 
2 x, la 


disipada en la resistencia. - 


La relación (2.25) se suele expresar como 


i GV 2 


(2.27) 


donde G se llama conduetancia. La relación (2.27) se utiliza con fre- 


cuencia para resolver circuitos. 


Unidades: sólo se utilizan las del Y.I.: 


(2.25) = la] - 110.3 = Ohm 
EA TEN 
(2.22) -M _ 
=> 7 T La 
(2.27) = le) = (23? == Mho (1 


(2.10) ==> 107) 


H 
3 

l 
A 


Ejercicio: Verificar que la velocidad media u e los electrones en un 


conductor es muy pequeña. Para ello calcular u en un cable de cobre don 
de 
1 23 


j = 500 A.cm y n= 10 electrones/cm?. 


VALORES DE LA RESISTIVIDAD 


En los buenos conductores (F alta) la conductividad es independien. 
te del campo eléctrico para un rango muy amplio de valores del campo .Es- 
to no es válido para campos muy elevados. En los conductores ello se de- 


be PIN: i 
a que campos grandes implican corrientes grandes y, en consecuencia 
une gran disipación de potencia z 


según (2.26), y veremos que la resistencia 
varía fuertemente con la temperatura del material. En los dieléctricos (aue 


sôn aisladores Para valores bajos del cempo eléctrico aplicado) hay una 
Variación brusca de la conductividad cerca del campo de ruptura:D cambia 
en muchos órdenes de magnitud ante una pequeña variación en el campo. 
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En los medios anisótropos es frecuente observar que la relación 
entre 3 y É es sólo aparentemente lineal, ya que las componentes del 


tensor de conductividad varían según la intensidad del campo eléctrico, 
En realidadiodos los microcristales que forman un metal presentan una 


cierta anisotrovía, de modo que la resistencia al flujo de electrones 


es mayor para ciertas direcciones del movimiento. Sin embargo, como un 
conductor real está formado por una multitud de microcristales orienta- 


dos de manera aleatoria, la conductividad macroscópica resulta ser la 


misma para todas las direcciones. 

El factor más importante que afecta la conductividad es la tempe- 
ratura T. En la sección siguiente daremos una justificación cualitativa 
de esta propiedad esencial de los conductores. La dependencia de Ki (2) 
puede expresarse mediante un desarrollo de Taylor a partir de la resis- 
tividad 1 7 tE) medida para una temperatura Ta de referencia: 


(0) =9(1 +A CERERE ERAEN (2.28) 
T Ki o f o 


Esta Forma de Ki , Gebiás e Ohm, permite expresar la dependencia con la 
temperatura empleando los mismos coeficientes «, P: etc. para T expre- 
sada en la escala absoluta {°K) o en la escala centígrada (°C), ya que 


t(°C) = TX) = 273,2% =T - T=t-t, 
= qt) = oli saft- t) + plt - tte 
donde ts T  — 2723,2% es la temperatura de referencia expresada en gra- 


dos centígrados (*0). 
El valor de «(que depende de Ta? como sucede en general con cuel-= 


cuier desarrollo de Taylor) se denomina coeficiente térmico de la re- 


sistividad. Para intervalos en T del orden de algunos cientos de gredos 
el primer término de (2.28) es suficiente para estimar correctamente el 
valor ĉe Im. 

En la tabla siguiente damos algunos valores de Y y de A para con 
ductores, y de Y para dieléctricos, medidos 2 20 °C, Observemos oue los 
valores característicos de 7 (en Qm) difieren en casi 20 óráenes úe 


magnitud entre un buen conductor y un buen aislante: 


S TERMICOS PARA 


TABLA DE RESISTIVIDADES Y DE COEFICIENTE 


CONDUCTORES Y DIELECTRICOS TIPICOS (%) 
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gjercicio: Calcular la resistencia 
total úel conductor de la fig. 8, 
formado por 3 tramos metálicos sol- 


dados cuyas dimensiones se indican: 


a=1 cm; b= 49,5 cm; c = 50 em; 
hy= 5 cm; h,= 15 cm. 


(espesor) t = 0,1 mm; | 


Respuesta: R = 1,51 asl. 


VARIACION TERMICA DE LA RESISTIVIDAD 


Dijimos aue en un rango amplio de temperaturas es suficiente con 


retener sólo el término de primer orden en el desarrollo (2.28), o sea 


que 


qn =7 (ty) +7 (Ta) CT -= Tg) (2.29) 


Para temperaturas muy bajas (de unos pocos EEN o sea cerca del ce- 


ro absoluto) le resistividad sufre una disminución en varios órdenes de 


megnitud, fenómeno conocido como superconductividad. Este complejo fenó- 
meno se debe a cambios en la estructura electrónica y no puede analizar- 


se desde el punto de vista clásico. Existe una temperatura crítica Lo 
llamada de transición, por debajo de la cual Y desciende según un fac- 
tor 10 "a 10 °; típicamente T, varía entre =0,4 °K (Ti,Ru) y 23% (Nb,Gó) 


Haste el descubrimiento de la superconductividad se supuso que la 
resistividad debía ser estrictamente proporcional a la temperatura,o sea 


q= (2.30) 


lo cual es suficiente para justificar la expresión (2.29) y tiene otras ` 


consecuencias importantes. 
Al discutir el modelo elemental de la conducción en un metal llega- 


mos a la expresión (2.18) que implica 


donde n varía muy poco con T, 
depende fuertemente de la temperatura. En efecto, una nube de electro- 


A Pe 
gn 


mientras que la frecuencia de colisiones Y 


nes que avanza con velocidad media Ñ atraviesa en un intervalo ét muy 


pequeño una sección S donde los "blancos" (los iones con los aue choca- 


pos 


= 128 =- 


rán los electrones) se muevan en torno de sus posiciones de equilibrio 
y presenten un"área de blancos" (sección eficaz de colisiones) que será 


2 
AS Niro <S 


donde N= número aparente de iones (los que ha de cruzar la nube}, 

T¿f” radio efectivo (rango) de desplazamiento de un ion. 

r x 2 n A 
Es ER ale P¿2A SS ur bo Pero este radio Tos esté relacionado con 
la velocidad media de las vibraciones: dentro de cierto rango de tempe- 


r g va 7 : F 
raturas será rof Yi» siendo V,= Y <i> la velocidad cuadrática media 
del ion en su movimiento vibratorio, Luego, 


> -$ 
(0.14) =>r¿ e rr 
i 


=> Q ha ripo T A 


que es lo que expresa la relación (2.30). 
A partir de esta relación podemos reconstruir las expresiones de 
Ohm p.ej. escribiendo la (2.29) para T,= 273,2%K = 0°C 7%): 
q = e +27t= 7,(1 +21) (2.31) 


pero adsit) =a?=al +a(T- To) = aT, + at. Igualando ambas 
expresiones obtenemos 


Te? Xt = aT, + at yt 


D) a as A => at 1 (2.32) 


La relación (2.31) nos da un método para determinar el » ya que para un 
buen conductor con S = const. y q const.: 


(2.31) =>R(t) = 2,(1 +at) => a=- t) -R 
Rt 
o 


(esta expresión vale Y T¿+ Siempre que t = T- T, ho sea muy grande). 
Pero además (2.32) nos da una forma indirecta de determinar el ce- 
ro absoluto, ya que debería ser 


La 273,20 
ot: 


==> Az 3,56 xixi) 
i 


En la table den vemos gue 


| 
| 
| 
H 
| 
| 
| 
| 
j 
i 
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a) los metales puros tienen coeficientes térmicos my próximos al ideal 
oí; en particular el del platino difiere en un 0,2%, lo que permite 
utilizarlo en termómetros; 

b) las alaaciones tienen un A muy distinto del teórico; ello se debe a 
la existencia de imperfecciones, impurezas y dislocaciones que hacen 
que Ki sea mucho mayor que la de los metales puros, al mismo tiempo 
que superan el efecto de las vibraciones sobre H» 

_Las aleaciones con X&X<<X; se emplean para construir patrones de 
resistencia, cuyos valores varían muy poco con T dentro de un rango am- 
plio de temperaturas» 


FUENTES DE TENSION CONTINUA 


En lo que sigue mos referirmos exclusivamente a circuitos de S9= 
iriente continua, es decir que 
8, 
at ət 
Para suministrar una corriente continua a un circuito se utilizan 
generalmente dos clases de dispositivos: 
a) Generadores (e.g. alternos) rectificados: la tensión variable É(t) 
entre los terminales de la f.e.m. (fig.5-a) se conecta a un dispositivo 
rectificador - que pusde ser un sistema mecánico o un eircuito electró- 
nico - a cuya salida se obtiene una tensión Ete) = é + sč (6) tal 
que €,= conste y |46 (9)]<< t6]. wan 
b) Pilas voltaicas: una nils o batería ES 
consiste en un par de electrodos su- 3 


mergidos en un electrolito, elegidos 


de modo tal que entre sus alectrodos 
se genere una tensión constante $ 
(fig.9). 

Las fuerzas que originan dicha 
tensión son esencialmente no eléctri- 
cas: la fuente de energía es el ĝeno- 


minado calor de reacción químico {e= 
nergía interna de la pila, que se li- 


pasados 


bera durante las reacciones que tienen 
lugar en los electrodos y en la solu- 


ción electrolítica). Hay diversos mo- — Lom... 


| Z y 
| ida 131 
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A E t z bricación, su bajo coeficiente 
delos que explican este proceso de transformación de energía química en paño), la reproducibilidad en su fal , 

| eléctrica: modelo āe Nernst (de la presión de solución), modelo termo- 
: dinámico (de la energía libre), etc. No nos' ocuparemos de ellos, 


que consideramos 2 la pila real 


yo e 
térmico y Su escasa resistencia interna la hacen edecuada como p 


us i i < 10% 

sino $ trón de tensión, Dero su uso está limitedo a corrientes 1 x 
j E trón de tension, - 

como una caja cerraúa de dos terminales 


cuya diferencia de potencial viene dada experimenta. 


ji) Secundarias! la acción química es reversible hasta tal punto que 
ii : 
lmente por (fig.10) 


d argan 
estas pilas (comúnmente llamađas baterías o acumuladores) se carga 


haciendo pasar por ellas una corriente en sentido opuesto al de la 
AY = é ri, 


(2.33) 
áonde É es la f.e.m. de la pila, igual a la tensión BY a circuito 
abierto, es decir cuando no circula corriente {i = 0). El término ri ex- 
presa el hecho de que la tensió 

se extrae 


f.e.m. que generen. Estrictamente no existen procesos de reconver ~- 


sión de energía eléctrica en química sin pérdidas pues, al a 
efecto Joule estará presente con una pérdida de potencia AP e E 
Pero en las pilas secundarias o recargables los procesos de San 
ferencia de potencia lineales en íi son dominantes y el e e = 
materiales {por precipitación en solución, por desprendimiento e 


as, etc.) es muy pequeño. La más común de estas pilas es la bate- 
gas, S6: 


n varía linealmente con la corriente que 
de la vila, lo que es válido con muy buena aproximación den- 


tro de un cierto rango de valores de i. El 


valor de r se denomina resistencia interna 
de la pila. 


P: i y de 
ría de plomo que se construye con varios electrodos con forma 


E j disminuir la resistencia in - 
Los diversos modelos que explican la lacas en paralelo, con el objeto de di 


relación (2.33) conducen a una generaliza - 
ción de la ley de Orm para el interior de 
la pila, en la forma 


TE (2.34) 


terna y aumentar la carge acumulable. La f.e.m. de cada juego de e- 
lectrodos es de 2,054 y la capacidad de carga Q se suele medir en 


e anaamini AA 


Amperios-hora: 
lo] =14.h5= 4 £ . 3000s = 3000 C. 
s 


El i 20 2000 A.n. 
donde j es la densidad de corriente en la Los valores típicos de Q varían entre y 


pila, É es el campo eléctrico y Ñ represen 
te la resultante de las fuerzas no eléctricas por unidad de carga 
mueven los iones en la solución. La (2.34) se puede escribir como, 


Eiei => 
b 
=> av=- f 


a 


que POTENCIA: CONDICION DE MAXIMA TRANSFERENCIA 


Consideremos un circuito simple con una fuente real de ten sión de 


f.e.mo. A y resistencia interna T, conectada 2 A A | 


=i, 


una resistencia exterior R (fig.11). La totali- 44 
ded de los elementos pasivos (en este caso re- 


sistencias) que se conectan a una fuente se de- 


i i debe con= 
donde el segundo término se obtiene como un (2.21). nomine la carga del circuito, gue no 


i) i ñ e con la carga eléctrica que circula por 
fundirs Li gi 


Primarias: la acción química es irreversible y no se pueden invertir 
los procesos que generan la f.e.m. haciendo pasar una corriente de 


sentido inverso a la generada por la pila. Esto implica la necesidad 


el mismo. 
La diferencia de potencial (2.33) entre A 
y 232 la salida de la fuente debe ser igual a 


a á 2.25), 0 
de renovar los materiales. La fuente primaria más utilizada es la pila la caída de tensión sobre R, dada por ( > 
seca, cuya f.e.m. 8 = 1.53 V. La pila de Weston tiene une f.e.m. que sea A F 
varía con la temperatur š mio 6 A PEES.. IEN 
tempe a según (2.29) con 6,= (1,019 ,0006)v y au. borimi=> is g 
œx =- 4 x 10 °0™. La constancia de su f.e.m. con el tiempo ( 1At| < 50 Lee 


' 
i 
i 
1 
1 
] 
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Luego, la potencia total (disipada en la fuente y en la carga) es 


la 
potencia entregada por la f.e.m. según (2.17): 


4 y : 
P=Ur+ RSi? (rR) =C; : 

de la cual el segundo término representa la potencia efectivamente di 

sipada por la carga 


A menudo interesa diseñar un circuito de manera que, 
fuente de resistencia interna I conocida, 
carga sea máxima. Considerando a P 
valor R de 


para una 
la potencia transferida a la 


p “omo función de R podemos hallar el 
la carga que hace máxima la función 


f) a e < E, 
& (R + r? 


el valor de Ñ se obtiene de 


ti 


af $ 


ii a T ~ R+ r- 2R 


r-R _ 
¡CES ES TO 


2R O 
(R+ rP7 
=s | 


(2.35) 


que es la condición de máxima transferencia de potencia. Si un instru — 


mento de resistencia R emplea la corriente Para desviar una aguja indi- 
cadora, 


su máxima sensibilidad se obtendrá cuando el cicuito exterior 
activo (representado por 1. 


sistencia equivalente T 


caja a trazos en la fig.12) tenga una re- 


R.: Veremos más adelante que todo circuita ac- 
tivo puede reemplazarsé por una f.e 


+m. equivalente en serie con una re- 
sistencia (teorema de Thévenin). 


LEYES DE KIRCHKOPF 
La ley de Ohm en la forma (2.24) nos 


permite calcular cualquiera 
de las cantidades que 


intervienen en un circuito con una sola 
te en función de las demás. 


varias f.e.m., 


corrien- 
En circuitos más complicados que contienen 
es preciso realizar un análisis sistemático de las rela- 
ciones generales entre corrientes y tensiones. Kirchhoff (1845) enunció 


dos leyes muy sencillas que permiten resolver el problema en todos 


los 
casos posibles. 


] 
i 
4 
El 
| 
i 
i 
i 
F 
| 
j 


Ca) Rama: À 
aB tremo) de modo que la cor 


`b) Nudo: la interssoció2 
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Definiremos! 


conjunto de elementos conectados en serie extremo Con €x- 
tados en seriel 
de el ni 
todo F 


riente a través de todos ellos es la 


p misma. . 
intersección de tres o más ramas. 


Ñ n 
) Malla: un recorrido cerrado sobre ramas de un circuito. 
c) Ha. : 


En la fig.12 hay cuatro nudos (A, 12 
B, C, D), 6 ramas (AB, AC, Ad, BC, En S 
CD) y numerosas mallas a 
ABDA, ABCA, ABDCA, ABCDA,30D8, ettajo 
Es conveniente elegir diversas 


referencias en cada circuito: 

i) Las polaridades de los elementos, 

i que vienen definidas por los sen- 
tidos de las corrientes de ramas, 
según vimos en Jas fig.5 y 7. j 

ii) El sentido de recorrido en cada 


malla. y ES 
sá do de referencia, donde to- i fig.12). 
ios O anales conectándolo a tierra, como C en la fig 
IE comò el de la fig.13. La carga encerrada 
y elementos que la 


Ls 


Sea un nudo cualquiera, a 
S no puede variar ya que en nm : E 
puecan suministrar ni almacenar. 5 


la corriente total que entra en O debe | 
ser igual a la corriente total que sale 


por la superficie 


úe O, como consecuencia de la conserva- 
ción de la carga dentro de S. Asignando 


gn: À el 
un mismo signo a las i, que entran y 
opuesto a las que salen de 0, tenemos 


(2.36) 


que expresa la ley de Kirchhoff de las 
corrientes. Puede escribirse como la 


; : aa 
total que entra y la corriente total que 


Er, = riot iiti =0 
GA hd 


igualdad entre la corriente 


le áe 0: i 
5 do 
= s 
re E (9 


tr o id 
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Sea una malla cualquiera, como la de la fig.14. Según (2.24) la di- 
ferencia de potencial entre los extremos de la rama j-ésima es 


AY És Ri, (2.37) 


donde AV, = Yj - Vit ES Vías) - vas), 
habiendo elegido los subíndices según el 
sentido de recorrido de la malla indica- 
do en la figura. £ y R4 son la f.e.m. y 
la resistencia totales en la rama j,cuya 
corriente es i,(notemos aquí que los sen- 
tidos de lasijcoinciáen con el sentido 
de recorrido elegido}. 


Si sumamos miembro a miembro las 
(2.37) obtenemos 


x 

ectados a un circuito, entregan 3 
a de E 
una corriente i(t) que es inde- L 

endiente del resto úel circuito J va 
z y 

E 

Y, por lo tanto, de le tensión 

Y =. — 


(K; es el número de ramas de la malla elegida), 


cuyo primer miembro es 
nulo pues AFA (=K) x 


Taie a e n: 


Luego Z 6 = Ž Ri = Sy 
33 j iaig 


(2.38) 


que expresa la ley 


de Kirchhoff de las tensiones que se encuentran al re- 
correr una malla. 


El primer miembro representa la suma de 
sus signos definidos en (2.37), donde Y 
que equivale a tomar 2 con signo + si 
el sentido de recorrido ( 


las f.e.m. con 
¿>Y, És Ko 

j Yj- si Ej>0 (conB; 0), lo 
tiende a generar corriente en 
ver también la fig. Ts Análogamente, las corrien 
por el signo = si su sentido no coincide con el 


elegido para recorrer la rama. El segundo miembro de (2.38) esla suma de 
las caídas de tensión, de modo que la le 


y expresa la igualdad entre la 
Suma de las f.e.m. y la suma de las cafdns 


al recorrer un circuito cerrado. 


tes 1, irán precedidas 


FUENTES DE CORRIENTE 
A e CORRIENTE 


Algunos dispositivos electrónicos como él transistor, varias válvu- 
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células fotoeléctricas, etc. 


las, ARA 15 
pueden describirse aproximadamer EN a i 

í E S k 
te como elementos activos que,co > 


que pueda existir entre sus ter- q 


minales. Un elemento de estas Ca- 


racterísticas constituye una 

fuente ideal de corriente y se 
representa como en la fig.15-2, 
donde J = i(t} toma un valor 
fijo en caãa instante, que no de- J rá 
pende ĉe Vap’ En particular J=0 


equivale a un circuito abierto 
i un tbt 
(así como V¡g= O equivale a 


corto circuito). 
Las fuentes reales de co- 


rriente pueden aproximarse cono se indica en la fig.15-b, conectando una 
ueden a : 


resistencia en paralelo con fuente iáeal (los terminales de ambos 
paral con una fui 


elementos coinciden). áplicando (2.36) en A tenemos 


Y 
=> z (2.39) 
2-i=0 12=J-2 
A a A EE 
ko K r r 
gue se representa como en la fig.15-b itä 
siendo -1/r la pendiente de la curva | R ner 
i = i(¥). | AMW > 


Poda fuente real de tensión de i 

dos terminales puede representarse 
5 i 

i te de co- i 

como una fuente equivalente | 


i 
ue 
rriente, y viceversa. Para verlo P 
enalicemos el circuito de la fig.16-2 | i 
entre los puntos à y B. Aplicando i 
(2.37) a la malla indicada es 
5 


Ê = Ri + Ya 


£_m 


R R 
que es la corriente de salida al cir- 
gorriente de salida 


16-b => i= 


H cuito exterior (ubicado a la derecha 
i de AB) de una fuente de corriente 
ta Ri real como la descripta en (2.39) .Am- 
a de 
i 
' 
' 
i 


v, E 
^B bas serán equivalentes con sólo to- 


mar 


J= E/R, 


- 3 i pero esta equivalencia vale solamen- 


i AO te para el circuito exterior, desde 
el cual podemos considerar la por- 


ción a la izquierda de A3 como una 


caja cerrada (fig, 16-b). 


Además de estas fuentes de dos terminales existen dispositivos más 
complicados como las fuentes controladas, 
=uentes controladas 


nica y la Teoría de Control. 


CONEXIONES SIMPLES DE RESISTENCIAS 


que se estudian en la Electró- 


a) Serie (fig.17): 


Supongamos N resistencias en una misma rama, entre 
N + Í nudos y sea i la única corriente que circula, Luego (2.25) => 


Vb) = VA) = Ra ¡E A a RA 


Vag) = Way) VA) AD +C YA) - YA) + i 


A DAO) -Yal = Ž [Va 1) = va] = 


y definimos una resistencia 
zesistencia 


equivalente Rs entre do y 
Ay como 


J N-i Pn 


N 
Eas VAL) - a Si 
y k=l 


7 x AM = Ri yk 


(2.40) 
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i conductancias 
(2.40) en función de las respectivas 
do la . 
Expresando 


G, Fenemos (2.41) 


u e la capacida! equivalente en serie Q. . 
al de 1 dad t 89 


Sonarra E ee. 


ién 
es la expresi 2 een 
S lo (fig.18): Supongamos N a 
pp i ctadas entre sólo dos F 
sistencias cone EaR k 
terminales å y ; A 
j Va = Briz k =l; 2,.., NM. 
ag Var” kik Ņ k=l 2 i 
Vas “Ya *B I 
AB : : i 
o, (2.30) en el muáo Á == i 
Luego, 12» 
R R 
z 5 S R R, R Gai í 
z ARA | $S 
y, = G Y =V k 
i= Z = Zo v/ Ba L- ty Z 


y os conduc e guiya- 
finimos una cond tancia egui | 
āe 


entre A y B como 


Lente Gy Ñ AN, = Yas yk 
(2.42) 
lo 
o ivalente en parale 
- apacidad equiva A 
que es la expresión dual de EN respectivas (2.42) equivale a 


$ cds 
(1.90). En función de las resistencia 


(2.43) 2 


o, para N = 2%, 


Ba R, + Ro 


1 
tr -triángulo s 
c) Eguivalegcia estrella-trión 

(tfig.19): P 

La conexión superior 85 un ETE 
la inferior se llama estrellas sde E 
: ircuitos dueles đe las T z 
ser los Cir u E A 
tivas conexiones entre Con: i Y e : 

a 27 del Cap-I) valen las mis- i 
res (fig. P . 


19 


trans- 
mas relaciones (1.91) con la 
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formación 


Teniendo en cuenta su utilidad expresaremos dichas relaciones en función 
de las resistencias: 


$ e p* 
Re e 

i 

t (k= 1, 2, 3) (2.44) 

e SE 
ER. = —— 
k To 

RŽ 

ne e E 
siendo D°= RR + RRS + RRI > 
+ E $ t ý t tot 
Z aR RAR Gig RRRS > 


Ejercicio: a) demostrar las (2.44), 
b) expresar las (1.91) de manera análoga a (2.44). 


RESOLUCION DE CIRCUITOS: METODO GENERAL 


Generalmente-ya sea para su diseño ù optimización, para calcular el 
consumo de potencia en un elemento, ete.- el problema que se nos presen- 
ta consiste en expresar una o varias cantidades entre las que describen 
Tísicamente a un circuito (resistencias, corrientes, tensiones), en fun- 
ción de las restantes. Para ello disponemos de Ñ ecuaciones (2.36) y de 
L ecuaciones (2.38), siendo Ni el mímero de nudos y L el de mellas en el 
circuito dado. 3in embargo, como vimos en la fig.12, el número L puede 
ser muy grande aun para circuitos sencilios sin que para resolver un cir- 
cuito resulte necesario escribir todas las posibles ecuaciones (2.38). 
Otro tanto sucede para los nudos. 

Las ecuaciones (2.36) y (2.38) son lineales en las tensiones y en 
las corrientes, y comúnmente el problema consiste en expresar las corrien- 
tes en función de las tensiones o viceversa. Parece evidente que el núme- 
ro de ecuaciones a resolver deberá ser mayor o igual al número de incóg- 
nitas del problema. Sin embargo puede ocurrir que un número pequeño de 
ecuaciones resulte suficiente para un problema específico. Un objetivo 
natural es elegir las ecuaciones y las variables que permitan resolver 
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el problema con el menor esfuerzo numérico posible. 
Consideremos un circuito con N nudos y M ramas. Tenemos N ecuacio- 


es (2.56), cue son las más sencillas (pues los coeficientes de las co~ 
nes . 4 


rrientes i, = > 
Para verlo basta con escribir las ecuaciones (2.36) para (N-1) nudos.To- 
Pa: s 
das las corrientes i; que llegan al nudo restante se pueden despejar de 
pes y = Di y 
i d i; correspondiente 
dichas ecuaciones, de modo que la suma algebraica i P 
al nudo Ñ-ésimo se anula automáticamente y, por lo tanto, es consecuencia 
de las anteriores. Luego, el número mínimo de ecuaciones del tipo (2.39) 


que conviene elegir será 


K =H- (N-1) = M - H + 1. (2.45) 


Si lo que interesa es calcular las corrientes de ramas se pueden 


usar les (N-1) ecuaciones del tipo (2.30) pare expresar las corrientes 


ERE fie aa a] 
en función de las restantes {ipee ix} , y luego emplear K ecuaciones 
(2.38) en la forma 

m 

Ži E É = 6; 


malati) 


(i =N,N+ 1, +s. M} 


para K mallas distintas, elegidas de manera ouê cada rama (x) participe 


por lo menos en una malla. Quedan así formadas M_ecuaciones jineeles in- 


devendientes cuyas incógnitas son las M corrientes de ramas. «ste siste- 
me lineal se puede resolver por cualquier método algebraico. 
Como ejemplo consideremos el circuito sencillo de la fig.20, con só- 


lo 2 muáos y 3 ramas. La única 
ecuación (2.36), pues N-1 = 1, 1, iz; 20 
será: Th 
i n m EA RA le a 
-i+ i+ 4, E; 4 E UE A 
: = p 
S il 
R 
y necesitamos K =3-2+1=2 | RE E ER, 
ecuaciones del tipo (2.38) en 
las incógnitas i, e i,- Las ma- 5 
llas más sencillas son las A y 


valen 06 1 1), de las cuales sólo (i-l) son independientes ==... 
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b, con los sentidos ds recorrido indicados en la fíg.20. Las (2.38) ts- 


aan la forma 


Eo + Ra) is + 


que se resuelven fácilmente: 


ip = [a é+ é) > Ra Ê + ¿01/; 
iz = [RAE - E) -r (€, + E] 
=> i = ip + i} = (RE, - E) + alt + E] 5 
con D= RjB, + Ro} + RyR o 
Ejercicio: con 2= R= La; Ros 20; E, =É,= 5 v:É,= 10 Y calcular las 


corrientes i], ip, izi las caídas de tensión 


sobre las 3 resistencias 
y la potencia disipada por cada una de ellas. 


CT ROWBAIONES SIMPLES ENTRE FUENTES 


Ya hemos visto cómo transformar una fuente de tensión é 


en una 
do corriente J ə Y viceversa, con sólo tomar 


J =¿/R. además es 
posible desplazar las fuentes dentro de un circuito para simplificarlo 
y así evitar cálculos redundantes o innecesarios. 

En la fig. 21-e vemos dos fuentes de tensión ideales ê, y é, cc- 
moctadas en seris, equivalentes a una sola fuente ideal 

a = E, € é . 
En la fig.21-b se muestra la única conexión práctica de fuentes ds ten- 
sión en paralelo, cuando 


Si conectamos en paralelo varios generadores cuyas tensiones no son idén- 
ticaslen sentido, en forma Ê a max bE ten 


ntre las fuentes, con daños proba- 


Elt) y en amplitud 
dremos corrientes grandes e inútiles e 


bles para los equipos. 
Sin embargo, como dijimos al describir las baterías, la conexión de ` 
la fig. 21-b es muy útil para aumentar la carga disponible y raducir las 


do 


a a aii 
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pérdidas de potencia disminuyen a 
do la resistencia intema del a 2 1 
conjunto (según r/N, si hay N 
fuentes de r internas iguales). E 
En la fig. 22-a se muestran 1 Ed Ext 
dos fuentes de corriente en pa- AD > 

relelo con corrientes Y, e Y, y z 

una fuente equivalente con 
J=7 +J, . En la fig.22-b ve- i í 

mos la única conexión útil de 1 i i 


v 


fuentes de corriente en serie con j 
die dede i 


En la fig. 23 vemos 


¡e 
dos co- j L 


nexiones posibles y sus equiva- 


lentes. En la fig.23-a la corrien- 
te por R sólo depende de Ê (mu= 
puesta ideal) y la tensión Ê es 
la única que ve el circuito a la 
derecha de AB. Análogamente, en 
la fig. 23-b la corriente i = d 
es independiente del valor de EN 


b En ambos casos las resistencias 
E ME R pueden omitirse al resolver el 
J yu circuito, empleando las equiva- 
e J=3,3 lencias que se muestran. 
J, T Las equivalencias de la fig. 


21 y 22 pueden usarse en ambos 


sentidos. Como ejemplo considere- 
mos la descomposición de una fuente (fig. 24) y su desplazamiento a tra- 
vés del punto P. Los circuitos a, b, c y d son equivalentes (verificar- 
lo). 


Ejercicio: justificar cada uno de los pasos de las transformaciones que 
se muestran en la fig. 25, donde 163 = V; {J] = A; 
[Ra] =a. R > 


Emplear la equivalencia de é fr (fig. 16) y las rela- 
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ciones dedas en esta sección. El 
a A A 23 circuito de la fig.25-e es el 
y + equivalente del 25-a desde la 
é ER PA O A derecha de AB. 
“3 3 Estas transformaciones ele- 
b mentales deben realizarse antes. 
A A de plantear las' ecuaciones que 
R A indican las leyes de Kirch- 
a J hoff. Su aplicación permite pre- 
J? Í parar el circuito (simplifi- 
3 3 carlo) para su análisis. 


METODO DE LAS MALLAS 


El método general 
descripto permite resol- 
ver cualquier tipo de 
circuito después de un 
proceso de preparación 
del mismo y de selección 
de las ecuaciones que 


conducen a la solución 


24 


so 
~ 


25 


1 
j 
A 
j 
! 
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más directa y menos costosa des- 
26| de el punto de vista numérico. 
Existen métodos que permiten la 


resolución sistemática, casi au- 
tomática, de circuitos de geome- 
tría sencilla. Describiremos dos 
de estos métodos a continuación. 


NQ El método de las corrien- 


tes de mallas permite calcular 


todas las corrientes en un cir- 


K cuito. cuando se conocen las 


f.e.m. y resistencias en todas 


sua ramas. Para abreviar supon- 


dremos que hemos preparado al circuito seleccionando las mallas como 
se ve en el esquema de la fig.26, donde las flechas indican los senti- 
dos de recorrido elegidos para las mallas. Las mallas indicadas están 
distribuidas como los cuadrados de un tablero, de manera que cada rama 
pertenece a lo sumo a dos mallas (el método es mucho más general y las 
ecuaciones son válidas para cualquier elección: una rama puede pertene- 
cer a más de dos mallas.). 

Definiremos la corriente de malla 1; con su sentido elegido de mo- 
do que p.ej; en la rama k (común a las mallas j y j+l, fige 26) pea 

ha l-ir (2.46) 


Es decir que cada corriente de rama es la suma algebraica de las corrien- 


tes de malla que pasan por esa rama,tomaáo con signo (+) las Ij cuyos 
sentidos coinciden con el đe ig y con signo (-) las que circulan en sen- 
tido contrario. 

= E Ro’ donde ca” 


Llamaremos resistencia total de la mella ja Boj 
da término R,, es la resistencia total (calculada como serie) de cada una 


de las ramas que encontramos al recorrer la walla. Análogamente 


Riy =- 2R; seré la resistencia total de la rama común a las 

? Me mailas j-ésima y X-ésima, cambiada de signo para 
poder obtener una relación general más sencilla (la 2.48 que veremos 
enseguida). De igual modo la f.£oMa total de la malla 1 será Esté 


donde cada” Ón tiene un signo (+) si tiende a generar corriente en 
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el sentido de recorrido de la malla, y (-) en caso contrario. 
Con estas convenciones la ecuación (2.38) para la j-ésima malla 
toma la forma 


E = Ž Riy = Roji; -2 | Bir] Tx - (2.47) 


que en forma abreviada equivale a 


(i=1, 2,0, 0 (2.48) 


donde, según vemos en el tercer miembro de (2,47), cuando todos los reco- 
rridos tienen el mismo sentido (p.ej. horario en la fig.26): 


R > O, Ra £ 0 Y bk 


la suma de las resistencias halladas al recorrer la malla j y Rik es 

igual a la resistencia de la rama común a las mallas j y k, soa signo 

(-). El valor de K en (2.43) es el que dimos en (2.45). Ñ 
El sistema hallado se puede expresar en forma abreviada como 


e} 


=RI (2.49) 


zz 
donde E, 1 son vectores columnas de K componentes y la matriz de resis- 
tencias R = [211 es cuadrada y de orden K. Es obvio que El es simétrica, 
ya que Bjk y Rkj representan la misma resistencia de la rama común a las 
mallas j/k (llamada resistencia úe transferencia entre esas mellas). 

Por haber elegido mallas independientes, según los criterios dados 
al enunciar el método general de resolución, R es invertible (nó singular) 
y existe la solución de (2.49) en la forma 


(i= 1, 2,...,K) (2.50) 


E 
donde (R Jik = 
fik de la matriz 


D, siendo As el determinante adjunto del elemento 


a o cai 
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Air = o menor Rao (3) 


y Des el determinante de E: D = det Ñ 

El método de determinantes (regla de Cramer) da una forma analítica 
de las soluciones que es útil para analizar propiedades importantes de 
los circuitos. En la práctica se puede resolver el sistema (2.48) por 
cualquier método numérico. 

Pinalmente, las ecuaciones del tipo (2,46) nos dan las corrientes 
de vama buscadas. Si alguna resulta negativa, ello significa que el sen- 
tido de circulación asignado al definirla es contrario al verdadero. 

Como ejemplo volvamos el circuito de la fig.20, donde las (2.48)to- 


man la forma 
i= iy i= I-i; 33=2% 

(2, + R) 4 — Rp ig 
-R, l+ (Ro + By) Iz. 


o 
+ 
ph 
a 


y las (2.48) sons + E 
-ĉ- 6, = 

Regolyiendo este sistema obtenemos 

(axe -E)+ BE EDI 

ax G,- E) - 208 + £1/ 


a 


ipe 


H 
Ú 
H 

m 
a 


o 
o 
# 
w 

n 
pr 

S 
mu 

N 

+ 


RR + RR = det R, de modo que 

` 2 

3, = 1, - 13 =[r (€, +4,) + RG, +6] /D 
que coinciden con el 7esultado ya obtenido. 


METODO DE_LOS NUDOS 


El método de las tensiones de nudos permite calcalar todas las tens 
siones (o voltajes) en un circuito cuando se conocen todas las fuentes 
de corrisato y las condnciencias on todas las ramago Podonea preparar 
ol circuite ejecutando los pasos siguion$os3 
i) Reemplazamos Cada rame activa (equivalente a una f.e.m. total Ê en se- 
rie con una resistencia total R = ez) por una fuente de corriente 


(8) El menor correspondiente al elemento R,, es el determinante de la 
matriz que se obtiene extrayendo de R la fila py la columa Ko 


| 
| 
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equivalente Jata ba en paralelo con una conductancia Ga según la re- 
lación obtenida en (2.39). 
ii) Blegimos un nudo cualquiera que llamaremos de referencia, al que asig- 


namos un potencial V=0.5Si nos proponemos calcular la corriente en una 
rama determinada, conviene elegir como referencia a uno de los extremos 
de dicha rama. Puesto que el potencial está siempre definido a menos de 
una constente, vemos que si hay N mudos en el circuito, sólo tendremos 
que calcular (N-1) tensiones. i 
Para un par de nudos j,k definiremos las 
cantidades (fig. 27): 
Vk = tensión del nudo k, del cual sale iķjf 
Y; = tensión del nudo j, al cual liega ixj’ 


1, ¡= corriente total entre low nudos j y k; 


iki = corriente por la conductareia G, -5 


= corriente equivalente de todas las fuentes 


61589 
kj existentes entre los nudos j y k; 


Guia conductancia de transferencia entre los nu- 
J dos j,x, igual a la sume de las conductan- 
cias de todas las ramas (en paralelo) entre 

esos dos nudos con signo (-); o sea que si 

R¿ indica a cada resistencia entre j y K 


resulta Se ña z= 0. 
(El caso Saa corresponde a deja O, es decir que los nudos j y k no son 
adyacentes, del mismo modo que era Rip =0 para mallas no adyacentes). 

Observemos que hemos definido Gij £ 0 anglogamente al método de ma~- 
llas, donde R yy E O para j+ ko. Con estas definiciones la (2.27) toma 
la forma 5? 


y tenemos ixj a Te; - Ae = Ve + Oe (Y, Y). (2.51) 


La ley de Kirchhoff (2.36) expresa la suma de las corrientes gus en- 
tran a un nudo dado. Todas las que entren al j son de la forma ikj . Ble- 
giremos el signo (+) para las que entran, y el (-) para las que salen, 
Sumando las (2.51) obtenemos para el nudo j-ésimo: 


Ž ik 22 Tit E Oj) Tyt RAMA o, 


donde J = Ža es la corriente equivalente totel de las fuentes que lls- 
gan al nudo j, y es obvio que Gir" Skj’ Como en el método de mallas defini-' 
mos una conductancia propia del nudo j igual a la muma de las conductancias 
que llegan al nudo desde todos los demás, o seas Gj45- Z Bj Oo 

Con esta convención resulta: 


J E Cee (3=1,2000M=1) (2.52) 


simétrica, ya que Gik 
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El sistema hallado se puede expresar vectorialmente como (+) 


=> 


T= 0 Y 


(2.53) 


donde FN son vectores columnas de(N-1) componentes y la matriz de con- 


J 


ductancias E Lejk] es cuadrada y de orden (N-1). Es obvio que G es 
Ses es la conductancia de la rama entre los nu- 


dos j/k- ú es invertible y la solución de (2.52) tiene la forma 


vet 7 
E a : 3 
o sea ys Z "ik J (i = 1,2,+..,N-1) (2.54) 
a p 
donde D' = det T y la notación es la misma que empleamos en (2.50). Las 


corrientes.de ramas se obtienen a partir de las tensiones Vj mediante 


las ecuaciones (2.51). 


Como ejemplo volvamos al circuito de la fig.20, que ahora se puede 


transformar según vemos en la fig,28, donde reemplazamos cada rama acti- 


va por una fuente de corriente y una conductancia en paralelo, con 


J- cé: I=0 5 Jeté, 


Las (2.51) toman la forma: 


VaV 28 


i= Y-GV5 ips Y +00 d3=- +6. 
Hay sólo 2 nudos y, por lo tanto, uno solo independiente. Luego (2.52) 
expresa 
7, TA, = (6, + Gp + 63) Y 
yo A + ES 
Gi + Ga + G3 


de donde se obtienen de inmediato 
las corrientes de ramas. 

Observemos que sólo hubo que re- 
solver una ecuación lineal,mientras 
que el método general y el de mallas 


requieren dos ecuaciones. Esto se 
cumple generalmente ya que siempre se 
verifica la relación 

N-1 56 XK =3M-N+1, 
excepto para N=3. Ello otorga cierta 
ventaja al método de nudos, si bien 


(+) La semejanza entre los sistemas de ecuaciones (2.48) y (2.52) gesal- 


ta de haber definido las cantiđađes de t 


ransferencia Bir? Ers Os 
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las relaciones finales (2.51) no son tan inmediatas como las (2.46), 


Ejercicio: Verificar que aplicando los métodos de mallas y de nudos se 
obtienen para las corrientes de ramas los mismos valores numéricos aue 
se hallaron en el ejercicio correspondiente a'la fig.20. ` 


TEOREMAS DE SUPERPOSICIÓN Y DE RECIPROCIDAD 


En lo oue sigue demostraremos algunos teoremas útiles de la teoria 
general de circuitos. Emplearemos la notación del método de mallas, pero 
los resultados son válidos en general y pueden obtenerse meúlante cual- 
quiera de los métodos de resolución descritos. 


El teorema de superposición es la interpretación física de las ecua- 


ciones (2.50). Consiáeremos un circuito real con varias mallas activas y: 
formemos los sistemas (2.50), correspondientes a circuitos con la misma 
matriz de resistencias pero que solamente tienen una malla activa cada 
uno. Así 
E 
yA Sm Sm 
m 
serán las f.e.m. del circuito m-ésimo (todas nulas menos la (a = Ex 
que es la f.e.m. de la malla m en el circuito inicial). Según (2.50) laa 
corrientes en este circuito serán: 
x K 
m A, m A, A, 
AS AQ Z ikg éii 
D AS > 


(ji = 1,2,...,K) (2.55) 


Vemos que cada término de la sumatoria (2.50) representa la corriente 

parcial debida a la malla k-ésime, es decir la corriente que circularía 
en la malla j ai solamente la malla k fuera activa. luego, la corriente 
total en cada malla del circuito real es la suma de las contribuciones 


parciales de las mallas activas. 


Por ejemplo, si en un circuito hemos hallado las corrientes il pro- 
ducidas cuando hay una f.e.m. $j en la mella 1, para calcular la Carrión: 
te total cuando Se agrega una nueva €, en la malla 2 basta con hallar 
las corrientes Ij que produce esta f.e.m. por separado [ con A =0) y 


sumarlas: I, = I} + ES (3 = 1,2, E). 


J 3 
El teorema de reciprocidad es consecuencia inmediata de la sine- 


tría de la matriz de resistencias y de su inversa [a D] . Imaginemos 


dos circuitos que contienen una sola malla activa: en el primero colo- 
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camos la única f.e.m. é en la malla j; en el 
segundo ubicamos Ê en la malla k (todas las de~ 


más mallas son pasivas). 
según (2.55) en el primer circuito la co- 


rriente en la malla k vale 


i As 
Ty = ik é 
D 
y en el segundo circuito la corriente en la 


malla j vale 


k dica 
Ty = 4 G 
D 
impli son (2.56) 
La simetría de LA yy) implica que 1; = an į 


Es decir que si una f.e.m. colocada en una malla dada de un circui- 
to produce una corriente I en otra malla, entonces la misma f.e.m. colo 
cada en la segunda malla debe producir la misma corriente en la primera. 
En la figz.29 vemos el esquema de un circuito pasivo de cuatro terminales: 
los dos de la izquierda AB representan la entrade y los de la derecha CD 


la salida del circuito (la caja cerrada es el circuito pasivo). La reci- 
vrocidad del circuito significa la invariantia de su comportamiento ante 


un intercambio entre la entrada y la salida. 


TEOREMAS DE THEVENIN Y DE NORTON 


Cuando nos interesa conocer el comportamiento del circuito en una 


aola rama, el resto del circuito se puede 
reemplazar por una rama equivalente muy 30 
sencilla, cuya forma está dada por el teo- 
rema de Thévenin. Antes de demostrarlo ĉe- 
finiremos algunos conceptos útiles para 
describir un circuito. 

Supongamos que la caja de la izquierda 
de la fig.30 encierra un circuito comple = 


tamente pasivo. Llamaremos resistencia de 
entrada (o equivalente) del circuito, vis- Ze 


ša desde el par de terminales AB, a la re- 


i 
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lación 34 
E=6/1 (2.57) 


que existe cuando se conecta una f.e.R. 
ideal A entre A y B, y se mide una co- 
rriente I. 

Sea un circuito (fig.31) que a la 
izquierda de AB tiene (N-1) mallas pa- 
sivas (E, = 0) y ala derecha tiene (n-1) 


una rama activa 3 Eé y Ro = 0, que 


forma parte de la malla N-śsima. Luego, 


según (2.55) 


(j = 1,2,..:8) 


S_A, 
= 1; = Ng. 
D 


En particular, pera la malla N-ésima vale 


I 


Iy = (A/D) é siendo D 


tuego (2.5) => E = -É = 2 (2.58) 
Ty km 
para una f.8.m. En ideal. Si en la rama en cuestión hay una fuente real, 
(2.58) equivale a definir 
pe da Ps (2.59) 


A Am Ay 


donde D = lim D, y Agy ® in- 


R0 


dependiente de Rọ, pues es el ad- 
junto del elemento Ryn en la ma- 
triz R, y R, sólo figura en dicho ` 
elemento. 

Pasemos a demostrer el teo- 
rema para un circuito como el de 
la fig.32,donde a la derecha de 
AB tenemos una resistencia de 


carga E, y nos interesa hallar 


l 
| 
1 
q 
| 
| 
| 
| 


mena annaa A iii 


i 
| 
l 
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un equivalente sencillo de la parte izquierda del circuito, encerrada en 
la caja que se indica. En general, la corriente en la malla N es: 


Za 
Ty = 2 Nx , (2.60) 
k} D k 
donde todas las mallas pueden ser activas. La caída de tensión sobre la 
carga vale 


N 
Va = Yap = Roly = RL (A DÉ, (2.61) 


Nos interesan dos expresiones particulares de Ye e Ia 
a) La tensión Y, a circuito abierto, es decir para R¿—>00 1 
En (2.61) los An son independientes de Bo» y el determinante D se puede 
desarrollar por el método de Laplace según la fila N-ésima: 


y Ni 
Dz Z amik ž Z Byrån + (yn Bed + Rob + 


donde descomponenmos el último término de la sumatoria en dos partes.Es 
evidente que para Roe el tercer término domina la expresión (ya que 
los otros no contienen a Ro)» o sea que la tensión a circuito abierto 
según (2.61) vale 


Vo. slim Y, = in A ES Anar, 
At ro. no s R= a 
c NN 
=> Vena Zin ; (2.62) 
An 


d) La corriente Iy de cortocircuito, calculada para Ra >O e 


; R A 33 
(2.60) => 1, q, = din, Tp = 
s E + 
= lim Ž iá No ER, 
Ro D A - 
2 A 4 
=- Eme (2.63) <3 
5 


= 1532 - 


Dz lin D. 
ya que a 
Luego, dividíendo miembro a miembro las(2.62) y (2.63) obtenemos la 


expresión (2.59): i 


2 (2.64) 


lo que implica que entre A y B hay una fuente cuya f.e.m. es Vea? cuya 
resistencia interna en serie es A. El circuito equivalente se ve en la 
fig.33 que nos permite expresar la corriente I= i para una carga mal- 


quiera: 


(2.65) 


El teorema de Norton es un corolario inmediato de este resultado ya 
que, según vimos en (2.39), el circuito a la izquierda de AB en la fig. 
33 es también equivalente al de la fig.34, siempre que tomenos 


Y 
= Lt: 
A 34 Ja LE = too, (2.66) 
i 
> como intensidad de la fuente de corrien- 
te. 


Ial 
1 . 


B de una f.e.m. ideel igual a la tensión 
(que se mide entre Ay Ba circuito 


Al 
¡AN 
3 


; 7 
En resumen, el equivalente de The- 


venin de un circuito cualquiera consta 


Y 
Ca Y z 
abierto) en serie con una resistencia R = Vol Tec.’ El equivalente 


de Horton consta de una fuente de corriente ideal que genera Ioc. en pa- 


ralelo con la misma resistencia Ñ, 

Como, según vimos en (2.59), la resistencia equivalente no depende 
de las f.e.m. del circuito, a menudo conviene calcular la ñ para un cir- 
cuito pasivo que se obtiene cortocircuitando todes las f.e.m. (pero no 
sus resistencias internasi), el cual tiene la misma matriz de résister- 


cias R. Asi, obtenemos R y sólo resta calcular ma cantidad Ma $ Igo): 


que elegiremos según la geometría del circuito. 


enmen amn A AR IR inmi 
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CAPITULO III 
MACNETISHMO 


A) HAGNBIOSTATICA - 
INTRODUCCION 


La propiedad de atraer o repeler cuerpos que no poseen cargas 
21óctricas macroscópicas (llamade msgnetomotricidad) se fue conocien= 
do en etapas sucesivas, separadas por muchos siglos. La magnetita y 
otroa materiales (e.g. hierro) la poseen. 

Gilbert (c. 1580) enunció el principio bipolar, análogo al des- 
cripto en Electrostática. Sin embargo, todavía no se ha logrado ais- 
lar uz polo magnético, lo que podemos enunciar diciendo ques 


"todo polo positivo (así definido cuendo tiende a ser atraído por 
al polo Norte magnético de nuestro plansta) en un cuerpo está inevin 
tablements asociado a un polo negativo de igual intenaidad, ubicado 
en el mismo cuerpo”. 

Coulomb empleó su balanza de torsión con barras magnetizadas 
muy lergas (cuyos polos magnéticos estaban muy separados) y sus expe- 
rimentos se pueden sintetizar en la expresión 


E (m7) 
LPs 3 (3.1) 
[5 - 521 


que describe la fuerza sobre el polo P1 ubicado en Tr» en presencia 
del polo pa (en T2)» Esta ley es análoga a la ley de Coulomb que des 
cribe la interacción electrostática entre cargas. A las cantidades 
p4 se las suele denominar cergas magmáticas (obviamente sus efectos 
son sumsbles, los de cargas opuestas ss cancelan, etc., de modo que 
la definición de esta magnitud tiene sentido y, por lo tanto, vale 
un principio ús superposición con todas las consecuencias ya discuti- 
das en Blsctrostática). 

A partir de (3.1) podemos definir unidades de carga magnética, 
y también un campo magnético 


PAES (T-T) = a 
Ba ($) = Xp IZ > Fi = Py Bp [Fi eto. 
ESA 


erated (1819) desonbriá el efecto magnetomotriz de una corrisate 
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eléctrica, que fue sistemáticamente medido y descripto minuciosamen= 
te por Ampère. En lo que sigue, por su importancia, elegiremos el 
tratamiento clésico de Ampère que atribuye 2 las corrisntes el origen 
del campo magnético» 

En realidad, veremos que la fuerza que actúa sobre una carga 
eléctrica a que se mueye con velocidad Y es la superposición de una 
fuerza independiente de la velocidad (que está presente aun en reposo 
si el campo eléctrico no es nulo, o sea aË) más otro término que de= 
pende de Y y que pasemos enseguióa a describir, limitándonos sólo 
al caso de Yrconst., de modo que todas las corrientes y fuerzas Ya- 
ríen muy lentamente y que la radiación emitida ses despreciable (las 


cargas aceleradas emiten radiación) 
si bien las mediciones de Ampère se hicieron empleando espíras 
conductoras, podemos expresar sus resultados en función de la carga 


que se mueve en un elemento de volumen 


(fig. 2) | 
Consideremos un tubo de corriente (cu- 4 

yes paredes son paralelas a la velocidad 

media <Y> de las cargas en cada punto), 


tal que 


> 1% 


relación que define un elemento de corrien- 
te, siendo íq la carga que atraviesa la 
sección S' en el tiempo éta 


A partir de esta equivalencia pode- 


moe sintetizar las numerosas experiencias 
de Ampère definiendo un campo magnético como sigue. 


PUERZAS SOBRR CARGAS EN MOVIMIENTO: DBFIMICION DEL CAMPO MAGNETICO 


Cuando estamos en presencia de un campo magnético la fuerza que 
se observa actuando sobre uma carga q que se mueve con velocidad Y 
en ausencia de campo eléctrico» tiene las siguientos propiedades: 


en susencia 49 gq AA 


LEN t > e E 
P= Ea = A! es perpendicular a Y 5 


f 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
H 
| 
3 
i 
| 
| 
| 
| 
| 


| 
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pa w A A 
2) |E] sen (7, B) donde B indica una dirección privilegiada 


del espacio que definimos como la dirección 


y sentido del campo magnético. Ba decir que, p.ej», IFI = 0 
si BF, y [Pl es máximo si BL. 


3) [Fila Fl, es decir que es proporcio- 
nal a los módulos de la 
carga y de la velocidad. 

4) $ es perpendicular al plano for- 
mado por la velocidad y la máxima 
fuerza medible (la que correspon- 
de a TB)» 

Todo esto se resume en la fig. 2. 
La forma analitica más sencilla para resumir todos los resul- 


tados anteriores se debe a Lorentz: 


F _=qvxB (3.2) 


y describe la dinámica de la carga en ausencia de campo eléctricos 


en zusencia Qe == 


PRINCIPIO DE SUPBRPOSICION E INVARIANCIA DB LA FUERZA DE LORENTZ 


Cuando sobre una carga puntual q quese mueve con velocidad Y 
actáan simultáneamente un campo eléctrico É y un campo magnético E 
el principio de superposición establece que la fuerza total sobre q 
será 
(3.3) 


Zesta expresión de la fuerza de Lorentz tiens gran interés cuando se 


Fogi a Fz =a (Eb 7x5) 


analiza el movimiento de la carga q en dos referencieles inerciales 


distintos. 
Supongamos que Un referencial R de 3 
origen 0° se mueve con velocidad V= A = 


const. con respecto a otro & fijo cuyo 
origen es 0 (fig. 3). Entonces los campos 
eléctricos y magnéticos, y las velocidades 
de q serán 


aN, 
« 
K 


10 
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Si Voce (donde c es la velocidad de la luz medida en el vacío) 
la fuerza de Lorentz es invariants frente a la transformación RER, 
es decir que es la misma en ambos sistemas inerciales. Experimental.. 


mente se ha encontrado que la carga q también es invariante y por 
lo tanto 


= E + yzat vab -E 


GEN 
4 


= Es Fabs Ps (7 LV) LV 


Esta relación se puede interpretar como un sistema lineal de ecua= 
ciones cuyas variables independientes son las componentes de Y. 
Entonces podemos igualar por separado: 


VxaBr=vxB = $ - 8 } 
AS 


S O = e (3,4) 
Es E Vio >PV 


El campo electromesnético efectivo, definido por la relación 
F 


= E+ ¥zE= 0,(F, 6) + 0 (5 Y, $) (3.5) 


A 


tiene una componente eléctrica A = E(F, $) y una componente Iag- 
nética Ca = YxB(Z, 4). Ambas verían al pasar de un referencial al 
otro, pero el cempo electromagnético total permanece invariante si 


las velocidades involucradas (7, ¥) son macho menores que la de la 
luz, Co 


Si el campo eléctrico es conaervativo, podemos escribir la 
fuerza total como 
F= a (-7Y+ VxB) (Y = potencial!) 
y la potencia disipada en el movimiento de la carga será 


Y,F=Y «+ (av) = g » donde ? =>av= en. cinética, 


Por otre parte, Y. YYV= z e VY = I z; = E o 


y, Obviamente, 7.ViB=0. (3.6) 


La identidad (3.6) refloja una propiedad fundamental de las 
fuerzas magnéticas que, por ser porpendiculeres a la álrección del 
movimiento, no realizan trabajo mecánico. Esto vale cuando el movi= 
miento se debe exclusivamente a la asulón del campo magnético, más 


E A 
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un eventual campo sléctrico o de otro tipo, pero conservativo. 
Iguelando las dos expresiones de Y. resultas 


A SS WM rn 0 (3.7) 
dt a+ dt dt 
relación que expresa la conservación de la energía total U = T + q¥ 
de una carga q que se musve bajo la acción de un campo magnético 
y de un campo eléctrico conservativo. 


LEY D3 AWPÈRS 

Si biea hemos resumido las propieúades del campo magnético y 
y su efecto sobre una carga en movimiento, hace falta describir cómo 
se genera dicho campo. Las experiencias de Ampére pueden resumirse 
en el experimento ideal descripto en la fig. 4, donde vemos dos ele- 
mentos de corriente: I] dl, (en Ñ) e Ip al, {en 12). 


SA an 
2 fu 


2 dE, 


La fuerza Fo , ejercida por el elemento l d 1 sobre el 
otro elemento I, e, » en el vacío, vale 
t, d, xC, dé, xr - F) 
F; - zP A (3.8) 


=> 
Pa = 


donde A es la misma constante que aparece en (3.1). En medios 
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tenues (gases, p-2j.) vale la misma relación (3.8), pero la cons- 
tante K vería muy lavementes 

Si intercambiamos los subíndicea en (398) obtenemos la fuerza 
sobre el elemento I} àl} ? 


Ze 1 8, x[(1, dd, z (Å - Yo) 
E, =K 1 8, z [to dia 4 Y 


Ear Pota 


Podemos expresar (3.8) en la forma más práctica 


r x[x r abs A (3.9) 


que describe la fuerza sobre un elemento de corriente 1dí ubicado 
en un punto Y (punto campo), originada en su interacción con un 
elemento de corriente fuente Es aie y ubicado en T'. Se observa 
(fig. 4) que d es normal a {I dt) y el producto vectorial 

Te ¿dex (X-Fi). La cantidad entre corchetes reúne todas las propie- 
dades del campo magnético, de modo que definimos la contribución al 
campo E debida a un elemento 1' ES mediante la expresión: 

(F- Y) 

ETE . (3.10) 


= > 
A a xioa, 
ES 


De esta manera se verifica la relación 


Ford. (3.11) 
Teniendo en cuenta la releción entre un elemento de corriente y 
la carga que transporta (1 dî = dq Y) podemos calcular la fuerza que 
ejerce un elemento fuente T’ di: sobre una carga q que se mueve con 
velocidad Yi EN 
= aab (3.12) 
de donde se obtiene la (3.2) integrando (sumando) sobre las fuentes» 


Ejercicios demostrar que la fuerza total entre dos espiras cerradas 
ĉi y 6, por las que circulan corrientes I] è I, es 


he AA 
Po = -i fo G p) go E 
[1 -% 


4 fz 
de modo que se verifica el teorema de acción y reacción: Fio + Fa = 0. 


y 
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Para ello definir las integrales Yao e Vo de la forma 


Jis TES TE x 


que dry > Ta ro =- dr, Ys G) =- a, (113) y como en (1.22). 


aa e 

ze , siendo Ta = ES - Ta (figs 4). Recordar 
r- 

12 


La relación (3.13) se parece a la ley de Coulomb, pero sólo en 
esta forme integral. Por otra parte, el signo (-) indica que la fuere 
za es atrectiya para espiras el mismo sentido, y repulsiva en caso 
contrario, por oposición a lo que se espera por analogía con las 
fuerzas entre Cargas. 

La ventaja de la forma (3.8) de la ley de Ampère (llamada forma 
de Laplace) radica en la posibilidad cierta de factorear el campo 
magnético © (2) producido por fuentes del tipo I* it, lo que no 
es posible a partir de la forma (3:13). 


Ejercicio: empleando la ley (3.13) demostrar que la fuerza por uni- 
dad de longitud entre dos cables paralelos rectilíneos e 


indefinidos, separados por una distancia dy 
que conducen corrientes i e l> es 


(tig. 5) z ws 
12 .- > 22 (310) 


g 


DEFINICION DEL AMPERIO. UNIDADES INTERNACIONALES Y GAUSSIANAS 


La constante X aue aparece en la ley de Ampère se define arbi- 
trariamente. En el sistema internacional que adoptamos (SI) definimos 


PE EN 2 al 
K == 10 RSA a (3.15) 


con lo cual resulta que hemos definido arbitrariamente el valor del 
amperio (A). 

En efecto, como vimos en (3.14), la fuerza por unidad de longl- 
tud entre dos cables indefinidos separados por uma distancia d, por 


los cuales circula una misma corriente 1, mide 


r pi ES 


Ca 


il 
j 
H 


I. 
i 
j 
H 


HE 
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Si la corriente I es igual a la unidad dol SI (o ssa I = 14), 
debe cumplirse la siguiente relación entre los valores medidos de 
la distancia y la fuerza por unidad de longitud: 


aP/21=2x 1078 (3.16) 


La unidad de campo magnético está definida por la expresión de 
la fuerza de Lorentz: 


F-ra f = [B]- L PJ[1 Í tut N a? al = 7 - Tesla. 


La constante po 41H se denomina permesbilidad magnética del 


medio. Los valores de K y 4, definidos en (3,15) corresponden a intar- 


acciones en vacio. En medios materiales tenues vale muy apruximada- 
mente la ley de Ampère (3.13) sustituyendo Po/ ån por P/4:5 con 
PA Mo: 

En el sistema gaussieno la unidad de corriente se define de tal 
manera que 

I suse.m.(1) = ab A = 10 A, 

es decir que la fuerza entre dos cables indefinidos verifica la re- 
lación del tipo (2.16) con 


a P/f = 2 x10 x 10% x 10 = 2 ainas (5) 
Ja que I? = 10?A?y 1 N = 10% dimas. 
En este sistema, le unidad del campo magnético, que sa emploa 
con más frecuencia que el tesla (muy grande), se llama gausa: 
B= gauss =G., ` 
A partir de (3.14) obtenemos de inmediato el campo B a una dis- 
tancia 4 de un hilo indefinido que conduce una corriente I; 
B=2k1/d. 


En el sistema gaussiano K= l, de modo que si I=ÍlabA=10A, 
á=1lém=10%n=>8B=26G, mientras que en el Sl; 


n 


B=2x107 x 10/ 0,0 =2x 1074 r , de donde resulta la relación 


12=10%6, 


Observemos que en el sistema geussiano ambas constantes, k yA, 


se definen numéricamente iguales a l. Las unidades de carga sons 


(2) Podemos decir que esta experiencia ideal define el amperio abso- 
luto (ab A). 
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L users. (q) =1f (unidad electrostática) 

l u.e.mo(q) = 1 abC= 1 abA z ls (unidad electromagnética). 
Como ya señalamos on (2.4), Weber y Kohlrausch (1856) midieron la 
relación entre loa valores de ambas, obteniendo 


200 uemmla) 023x105 cys (3.17) 
f u.esa.{q) 


qua resultó ser idéntica a la velocidad c ĉe la luz en el vacío. 

En el SI, al haber definido arbitrariamente k, e partir de ésta 
el amperio, y de éste el coulombio (1C0=14Ax1 s), resulta que la 
constante k en la ley de Coulomb toma un valor definido y el resul- 
tado (3.17) equivale a decir que 


E =-} a o? x9 x106 m? gr? (3.18) 


2 2 


ais e, = 8,85 x 107}? rial, 


Luego, k = BEET: x 10? Na 


Al final de este Capítulo veremos que las expresiones (3.17) y (3.18) 
tienen una amplia justificación teórica. 


Resumen de unidades: 


Megnitud sI UcloSo Uce oMo gaussiano 
q c (0,10) sic (0,1) abc ld. urtoBo 
í A (0,1 c) sta (0,1) abA Íd. usia 
R yal (106 o7) ia La ld. uses 
B — (10%) G 1d. usem, 
Notas: 


- Las unidades u.s.m.(E) y use.s.(B) se pueden derivar fácilmente, 
pero no se usan en la práctica. 

= Bl stC se denomina actualmente franklin. 

~- c es aquí el valor numérico de la velocidad de la luz en el va- 


cfo: cx3x 10 u i23x 10% cm si. 
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CAMPO MAGNETICO DE UNA BSPIRA: SUPERFICIE ORIBNTADA Y MOMENTO 
MAGNETICO 


Llamaremos espira s un conductor cerrado de una sola vuelta, 
forma arbitraria y sección despreciable. En el ejemplo detallado que 
sigue nos ocuparemos de una espira circular, pero muchas de las pro- 
piedades a discutir son comunes a cualquier espira. 

Cuendo la espire conduce una corriente I podemos calcular el 
campo B generado en un punto TF, empleando la ley de Anpere (3.10). 

Les integrales que resultan se pueden expresar en forme analítica ce- 
rrada solamente en algunos puntos Campo, p- ej. cuando F está situado 
en el eje de la espira (fig. 6). 

Podemos ver que las componentes 

de ds, y B, normales. al eje z se com 


pensan, y resulta 

AT ae 4: 
B=BZ0 
Como deL (TF y T’, resultes 


¡851 -KIA L KIA ; am = dB cose 
IE- E? ay ze 
a 
di = : Fu 
onde cos 98 NA 5 a a de 
da 
=> db, =kl2 3 
z (al 4 22) V2 


Luego, integrando sobre toda la espire g resulta (0< q <27): 


ia m. 5 
oc pol 2 

= z (3.19 
anta? av f + 2 (a? ¿2/2 pi 


Para puntos Y muy alejados de la espira (|Fi»> 8) podemos re- 
escribir (3.19) en la forma 


2 2 
> pia dE á4nia 
2 z 2z z 


donde S =N a? eg el área encerrada por la espira» 
Definirəmos una superfício orientada paralela al campo generado 
en su eje: T = s% 4 3, 
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con lo cual podemos expresar el campo como 


5 = 2er IŠ. (3.20) 
KA 


Se puede ver fácilmente que la cantidad S así definida es una 
propiedad de la espira, y no depends de la forma de la superficies 
encerrada. En efecto, las superficies 5, y 
Sos ambas encerradas por la espira é tienen 
sus normeles a y EN (fig. 7), cuyos sen 
tidos están unfvocamente determinados por el 
sentido de circulación de la curva $ (regla 
del tirabuzón; superficie exterior a la iz- 
quierda de 4 ; ette). 

Pero, como ya vimos al deducir la ecua- 
ción ĉe continuidad (2.8), ambas superficies 
fòrman una superficie cerrada 5 cuya nor- 
mel Ô coincide con Ñ sobre S} pero se 
opone a f, sobre S3 (32 =-A, sobre Sy)» 


a 


Por otra parte, es obvio que fa = 0, como 
se muestra esquemáticamento en la fig. 7-b, 
o sea que 


ped e e 0 


EN ās = E 


Se SS. (0) 
Luego F es una cantidad vectorial que toma el mismo valor para toda 


supsríicis sio ), encerrada por la misma curva € . En consecuencia, i 
el producto 1 S es uns propiedad de cada espira conductora, que ĝeno- 


minaremoa momento magnético: 


-> 


2s15 (3.21) 


Empleando E la expresión (3.20) del campo magnético en el eja 
de la espira topa la forma Ee 2, 


Aplicando (1.43) a un dipolo eléctrico de momento P=p2 ob- 
tenemos para un punto campo ubicado en el eje z: 


E = 2$2)? (3.22) 
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que es semejante a la expresión reción obtenida para el campo mag- 
nético en un punto .del eje de la espira puntual. 


PUERZAS Y MOMENTOS SOBRE UNA ESPIRA RN UN CAMPO MAGNETICO EXTRRIO 


Sea B(F) un campo magnético 
generado por fuentes exteriores a la 
espira € . La fuerza dF sobre un 
elemento de corriente 1d de la es 
pira (fig. 8) vale: 


d =I xE (3.11) 


y la fuerza total sobre É será 


ME x 3 (3.23) 
13 


e 
expresión general, válida y 3B(3. 
En particular, si el campo E es as % 
uniforma podemos axtraarlo de la integral: EST ge Am 1D 


Observamos que la fuerza neta se anula 


9 at a pues (fig. 9) fi 
dl =0 é. 
E ae : j 


4 Calculemos ahora el momento de las fuar- 


í + zaa con respecto a un punto cualquiera, 
e po8j. el origen 0 (fig. 8). El momento 
pi 


Aso de la fuerza dF que actúa sobre el ele- 
a mento de corriente 13 as 


M= TXT (I d z3) s 1({å (7.3) -5 (7.ad)), 


daspuda de haber aplicado la idontidad (4.2). 
BI momento total respecto de O será 


H= rfa EDITE. (3.24) 
Esta axpresión es bien general y oquivale al cálculo directo de 
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El caso particular de 3 uniforme es interesante. Es fácil ver 
que 9 (5.8) a 3 para Ë = const. En efectos 


E 
ER Z x, B.= Z ÉB = B; > puea 0¿x,= CE 23,5 
La primera integral en (3.24) se puede calcular aplicando la identi- 


dad (4.16): 
1448 (5.5) = EEEE fárxi 323, 
£ 


510) sí(0 
donde aparece claramente el momento magnético definido en (3.21). 


La aegunda integral an (3.24) se anula, ya que aplicando el teorema 


de Stokea (4017): 
a VaT= 0 


pues Yx T= 0 (verificarlo). 
Resumiendo, para E = const. el momento de las fuerzas vale 


E sxf (3.25) 


expresión que no dependa de la posición de la aspira respecto del 
contro 0 de momentoe (ello se debe a la uniformidad de F que no 
permite distinguir físicamente a un punto da otro) y solaments depen= 
de de las propiedades ds la sspira é. La (3.25) es análoga a la 
(2.47) correspondiente a un dipolo eléctrico. 

Teniendo en cuenta (3.23) y (3.25), la condición de aquilibrio 
estable para una espira conductora en un campo magnético exterior 


uniforme es la alineación de su momento magnético paralelamente al 
campo, anglogamente a le situación electrostática descripta en (1.48), 


ISOREMA DB GAUSS: CONSERVACION DEL FLUJO Y POTENCIAL VECTORIAL 


Como sucede corn E en BElectrostética, podemos obtener E por 
derivación a partir de un cierto potencial. Sin embargo, en el caso 
más gonsral, en presencia de fuentes del campo magnético (corrientes) 
el potencial no tiene una forma ten sencilla como la de V(F) o. Para 
verlo demostraremos que dada una aspira é que conduce una corriente 


1*, oxiate la función 
Tf i (3.26) 
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tal que 5 Yx1 (3.27) 


En (3.26) I es la posición del elemento de corriente 1' di , 
mientras que Ý es como siempre el punto campo, donde calculamoa 
E y E 

Para demostrar (3.27) tomamos el rotor del integrando de F (F) 
con respecto a las variables no primedas Y, recordando que la ints- 
gral opere sobre las variablas primadas T*,y que de = dr. Apli- 
cando la identidad (A.9) obtenemos: 


Ya (JF - PTR) =- dar rt e 


(El gradiente de |F - yal ya fue calculado en 1.22). 


Luego, 
k > a 
Vxiái=xI' PE, = E(f), o sea (3.27). 
EE : (3-27) 
é 
Una consecuencia inmediata de este resultado es el siguiente: 


9. vaFa|y.3 -0 | (3.28) 


Es importante notar que dedo un campo (F), el potencial A (F) 
no está unívocamente determinado, ya que si se cumple 


Jx- y E (T) = (D +V, 
es decir que Z' difísre de X enel gradiente de una función ssca- 
lar arbitraria £(%), también vale (recordando A.4) 

Jrz 2=YVxX+Y72V2=Yx1=%. 
Bata componente indeterminada Vf juega un papel semejante a la cons- 
tante arbitraria que puede incluirse en la expresión general del po- 
tencial electrostático Y (FX). En Magnetostática siempre podemos 
elegir f= 0, y así lo haremos. En casos más generales es preciao 


especificar J.E, que junto con Ë ayx E determinen el vector Á(%) 
walvocamente (teorema de Helmholtz, ecs. 33 a 36). 


B1 flujo magnético, definido como el flujo del campo E a trevéa 


de una suparficie 32 
g- (5.5. fi 2.5 
s ES 


te una magnitud física importante para la descripción del campo ER 


| 
| 
| 
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Cuando 3 es una superficiao cerrada el teorema de Causa se 
obtiene aplicando al flujo a través de 3 el teorema de la divergen- 
cia y empleando la propiedad (3.28): 


GET fava-o (3.29) 
S: 


vís) 

Emplsando la misma notación de la fig. 7 podemos descomponer 
el flujo total de E a través de una superficis cerrada sn dos par- 
tea (fig. 10-a) según que las 
líneas del campo B -sean en- 


trantes (superficie abierta 51) 
o salientes (57). Definimos en 
cada punto dos versores normales 
5, =-A para PES] Y 

ñ, = +2 para PESA» donáe ñ 
es la normal exterior de la 
superficie S cerrada. Entonces 


los flujos entrante y saliente 
serán 


den fas EN e B ; f- fas 8, .B , respectivamente. Obviamente, 
5. EN 


el resultado (3.29) equivala a la igualdad del flujo entrante y el 


saliente: 
fur. ff 2050 ffs 8.8 -fes Efi .7> 
5 S Sa 5 ša 


PETE o = QÉ. 


Eate resultado suele interpretarse diciendo que las líneas del 


campo magnético son siempre cerradas, pero esto es falso en general, 
aun en el caso megnetostático, como puede verse en el ejemplo que se 
propone a continuación, 


Bjercicios Trazar las líneas del campo magnético generadas por un 
hilo conductor rectilíneo infinito que conduce una corrisn- 

te I} y uma espira circular de radio a aituada en el plano (x, y) 

y centrada an el hilo (eje z), la cual conduce una corriente Ís. 

Verificar que las líneas son espirales situadas en torno de la espira, 

que sólo se cierren pare cisrtos valores de la relación 14/12 . 
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En la fig. 10-b vemos una porción cerrada de un tubo, con bases 
51 Y Sp» y suporfiscis lateral Sias » para la cual vale 


A TE . —> Pias © $- he 


En perticular, si alegimos el tubo construyendo sus paredes con lf- 
neas de campo (paralelas a É en cada punto) es obvio que és [e] 
y los flujos magnéticos a través de cualquier par de secciones trans- 
versales deben ser idénticos, es decir: de oA 
ser constante el flujo a través de tode sección trensversal un tubo 
formado por líneas de campo se denomina tubo de flujo. La situación 
es similar a la ya descripta en la fig. l del Cap. II cuando nos re- 
Ferimos a tubos de corrísnts. Es natural que sea así, pues la corrien 
te eléctrica I es el flujo de la densidad Ty tiene propiedades 
muy semejantes a las del flujo magnético, como veremos. 
Así como al teorema de Gauss en su forma local 


trostático) ne 
V.BE=p/e, (1.15) 


expresa el hecho que las fuentes del campo E son las cargas eléc- 
tricas de densidad P, la validez gensral de la ecuación 


Y.B=0 (3.28) 
expresa la inexistencia de cargas magnéticas (o sea P oag =0).,El 
resultado (3.28) implica que no se han detectado en la naturaleza 
fuentes (ni sumideros) localizadas de campo magnético. En principio 
no hay razón alguna que impida la existencia de Pmag + O. Algunos 
físicos teóricos sostienen que talea cargas (monopolos magnéticos) 
existen, pero no se dispone aún de evidencia experimental suficiante 
que justifique talea hipótesis. Da verificarse las mismas habría que 
incluir un término Pp en (3.28) y, por supuesto, la ley de Ampère 
también cambiaría de forma. 

Otra propiedad útil del flujo g se cbtiene aplicando el teorema 
de Stokes (4.17). Sea 3 una superficie abierta. Aplicando (3.27) 


tenemos: EE pen E zg 
$- [5.8- fast Lex, 
S S í 


e(s 
que expresa la igualdad del flujo de By y la circulación de K. 


Esta forma de g suele ser más fácil de calcular que la original, 
cuando conocemos el potencial vectorial X. 


(3.30) 


+» Precisamente, por 


{caso elac- 


(3.31) 


mA 
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Unidades: ($]= (B)[5] = ? . m= Webera u => 17 =1 Wa? 
(3:31) => la -[ẸV[1] =/0:1.2 


ENERGIA DE UNA ESPIRA CONDUCTORA EN UN CAMPO MAGNETICO EXTERIOR 
A A A NAGNETICO SXIERIOR 


Consideramos una espirá £ que conduca una corriente I constan 
te, alimentada por una fusnte ideal, cuyo comportamiento no nos ine 
teresará por el momento. La espire es atravesada por las líneas de 
un campo B (fig. 11) creado por p 

11 


fuentas exteriores. Supondresmos que 
este E tambián se mantiene cons- 
tante durante todo el proceso que 
sigue (NO uniforme). 

Si desplazamos la espira £ da 
modo que cada alemento de corriente 
Ii se meva un $Ë, el trabajo 
que realizan los fuerzas magnéticas 


P sobre eats elemento será {apli- 
cando 4.1): 


gu =dP.ÍT=1MxB. $7 IS? xdi. E 
mag 


y se opona al trabajo $W = =- {$W realizado en contra del campo 


mag 
para producir el desplazamiento. El trabajo total para mover la ss- 


poa fr E RT 
3 E 


En la fig. 11 se ve que al x sE = das p qua es el alamento de 


pira será 


la superficis barrida por el elemento de corriente I dl al despla- 


bH = 1f BaT =I shag 


coincide con el flujo del campo F a trevés de la superficie barrida 
por $ . Pero este flujo letaral, como vimos en (3.30), vale 


Pres 5 f- h z -d¢, ° 


donda CA es el flujo a través de la superficia encerrada por la es- 
pira É en su posición inicial y Ø, əs el flujo al final del denpla- 
zamianto de la espira. 


zarse en F. Luego 
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Observemos que en aste movimiento no necesariamente debemos te- 


nar el mismo desplazamiento 47 para todoa los elementos de corrien- 


te (lo que hubiera representado una traslación pura), de manera que 

podemos calcular el trabajo necesario para llevar la espira desde una 
posición inicial cuslquisra hasta otra final 
miento finito como una sucesión de 


» Considerando este movi- 
N pequefíísimos desplazamientos 
{no necesariamente peraleloa), numerados con el subíndica k2 


y 
AN a ¿im 2144) -I Zh, donde Zsh = t-A) + t-é) too. 


c+ (6d) = É- Ọ, = flujo final - flujo inicial 


=S Amg "AY = -IAG - (3.32) 

Aquí hemos igualado el trabajo neto realizado en el movimiento 
con la energía masnética adquirida por la espira, de naturaleza po- 
tencial, ya que se ve claramente que el trabajo realizado no depende 
del camino recorrido sino sólo de las posiciones inicial y final, 
son las qua definen los flujos reapectivoa. 


gue 


El flujo magnético e través de la superficie encerrada por la 
espira £ s denomina Flujo concatenado {o enlazado) por Ê o 

Como siempre, la energfa potencial ast definida a menos de una 
constante. Podemos elegir esta constanta arbitrariamente, p.ej. fi- 
jando Umag = 0 para un flujo = O (age Bi FLE, o bien si el 
campo sa nulo en tode una región finita); en cuyo caso 


Ung =- IQ (3.33) 
expresión que aupone que tanto I como B as mantienen constantea en 
el tiempo durante todo movimiento de la espira. Para calcular la ener 
gía total involucrada falta agregar la energías n 


cumpla esta última hipótesis (Be I constantas). 
En particular, si E es uniforme; 


aag =- IS =- ESE: (3.34) 


donde Ñ os el momento magnético de la espira. Luego, la fuerza so- 
bra € en una posición dada será 


F> -V0=V(1p) - 1h (3.35) 


válida en general, que se anula para P uniforme, Para verificar, po- 
demos reescribir la (3.35) aplicando la identidad (4.15): 


ecesaria para que se 


y que es la misma (3.35), 


TEORRMA CIRCUITAL DE AMPERE 


Consideremos una espira £ que conduce una corriente I ,y uns 
curva arbitraria € s Concatenada con la espira (fig. 12). Elagiremos 
una orisntación para Ê de modo que la normal a S(£) tenga el mig- 
mo sentido que I cuando ásta intersecta dicha su erficis, o sea 


dl .A>0 (3.36) 


El campo E generado por la 4 2 Idil 


espira en un punto P de la 


curva ĉ vale 


F(5)=x fa xl 
g | 
Nos proponemos calcular la 


) 


r-T 
303 
r t 


circulación del campo B a PE 

lo largo de la curva Ẹ : z din >o 
| sobre S(Y 
CED 


SS Pay E (3.30) 
r-r 
f Aa 


El cálculo de Y implica desplazar al punto campo P en sucesi- 
vos dr (variables) de modo que P recorra la curva f, calculando en 
cada punto el campo B(F). Pero un desplazamiento de P en dr que 


deja la espira ' fija es físicamente equivalente a mantener fijo al 
punto P y desplazar al resto del universo ( f' incluida) en -dr. S 
Ello es así porque en la expresión de B la variación de F en +dr 
sólo afecta al vector (F-79/|r- 793, que se transforma en 


(CAN E > 
(53-713 jm) 


El primer miembro representa la traslación de Y en +dr » dejando 
la espira € fija, mientras que el segundo representa la traslación 
de cada punto Y* de la espira en (=d7) dojando P fijo. ` 
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Elegimos la segunda traslación para calcular la circulación y- 
Definimos la variable 


Es PR (FL), 
que equivale a tomar a P (ahora fijo) como origen de coordenadas, 

En sus desplazamientos sucesivoa la eapira va barriendo la superfi- 
cie S% que ge vs en la 
fig. 12. El elemento de su- 43 


perficie latersl de 3* ez 


dde a af x är 
y en el integrando de (3.37) 
podemos resacribir 


dr. di! x (a 

= -dr.e di'r R= 

= (dí x ar). RE = ddr E, 
después de haber aplicado 
la identidad (A.l). 


Luego 


pafa i safa 


donde, según vimos en las ecs. 30 y 31-(Análisis Vectorial), el in- 
tegrando es el ángulo sólido da = d§'. F/R? subtendido por el 
elemento dÍ' desde el vértice P, 

Observemos que el punto P habrá quedado en el intorior de la 


superficia barrida S'siÉ y £' estaban inicialmente concatemadas (on 
lazadas), y sn el extertor si no lo estaban. 


Entonces, : 
fal si É É' concetenadas 


5! 0 an caso contrario 
47 1 
== y=KI o = 1 of» según el caso. 


Convondremos en definir una ¿Sorrisnta concatenada Ia igual a la 
suma algobraloa de las corrientes enlazadas, cada uma con su signo 
proseripto en (3.36) o mula, al no está concatenada con la curva Ê : 


Signos: + cuando di. A>0 
= Guaado a sobre S(¢) 


Luego, (3.38) 


Bata expresión debida a Ampère es muy útil para calcular campos 
magnéticos ən situaciones de aimotría sencilla por un procedimiento 
similar al que utiliza la lay de Gauss on Electrogstática. Defínimoa 
Para ello una curva de Aspre Ê cuando se complen las condiciones 


3 a |B] = const. y de /8 sobre É 


=> fE. 3 aro cadera ps 
e f t 


donde L es el perímetro de la curva £ . Bl aentido de Ë ae elige de 
modo que coincida con el de É s que así resulta ser una línea de cam- 
po magnético, o sea que se verifica 


EE 5 => g-i , 


B =p 1/2 


análogamente el caso electrostático (poro en aquel caso las líneas 
de campo so olegían poreslog a la superficio de Gauss: A//B). 

El toorema de Ampóre (3.38) se puode expresar fácilmente on fore 
ma local, para un punto dado. Recordando que toda corriente ae puedo 


SZpresgar como pa - 
YE a FT (2.3) 


y aplicando el teorema de Stokas (4.17) a la superficias S anmcerrada 
por la curva ĉ tenamos: 


hrafa 3-45 .3-/[3 003, 
sie) € KOJ 


relaciones qua valen para toda superficie S. En consecuencia deben 
ser iguales los integrandoss 


| VxBspj : (3.39) 


Bata forma local del teorema cireniñal de Ampère axpresa que 
las fuentes del campo magnético som las densidades de corriante Te 
Solamonta tiene validez en el caso Basmetostático, cuando todos los 
procesos son satacionarios (I, Ty B, constantes en ol tiempo). 

Ba efecto, rocordando la ocueción do continuidad 
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d¿p+ V.T=0 (2,8) 


podemos ver que se verifica automáticamente para corrientes y campos 


estacionarios. En efecto, Por una parte debe serdp/at =0 


* Y POr otra: 


3037. J= £ = 
(3.39=>V. j ¡Y Viso. (3.40) 


i Dia ` 
sta condición, característica de las corrientes continuas, implica 


que las líneas de corriente deben ser cerradas. Veremos al final de es- 


te Capítulo que (3.39) deja de valer para distribuciones de cargas y 
corrientes que varían en el tiempo, 


INDUCCION MAGNETICA: INDUCTANCIA, TEOREMA DE NEUMANN 


Sean dos espiras £, j i 
P Lt de un conjunto de N espiras É caracteriza- 


das por: 
I= > de A > 
a [ig plas corriente por AEA es un punto genérico 
3 sobre La y AS es la sección de la espira); 
BD = campo magnético generado por A 
rio F. 


en un punto arbitra- 


Las líneas de c i 
ampo generadas por L serán parcialmente concatena= 


das por f, El flujo magnético del campo E, a través de S.=s(£.) será 
(fig. 14): 7 : 


Pb, sfa zo 
3, 
j 


donde (3.27) => 


PA S d 
B (7) =Vx Am = AL Vx 2 

4 15 -7 
Luego, aplicando el teorema de 
Stokes: 


En d 
farn fE, v =— = kx, 
i 2-5, 


/ | 
CORREA 2, Z 


4 
+ 
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x A = My (3.41) 
pS Le ITR 


Es decir que el cociente entre el flujo del campo generado por la co- 
rriente L y dicha corriente sólo depende de la geometría de las espi- 
ras (y del medio que las contiene: aquí = pa fan en vacio). Este coefi- 
ciente se denomina inductancia mutua o coeficiente de inducción mutua 
entre las dos espiras. 

ri a 


ya que la expresión (3.41) es simétrica con respecto a los subíndices, 


(3,42) 


un resultado conocido como teorema de Neumam.La (3.42) implica tam- 


bién que 
(3.43) 


nd 
para todo par (j,k) de espiras, expresión útil para el cálculo de la 
energía magnética, como ya veremos. También es fútil para calcular Myr 
ya que a menudo es más fácil calcular el flujo en un sentido (p.ej. Par 
que en el inverso CHRE 

La corriente l; genera un campo 8,0 que también induce un flujo 


a través de S,! 


E Tx- P) 
-B.E = A E 
fis fE 30 affs TS "yl 
3 ¡ely J 


5, TES E 
Suele emplearse la notación 


(3.44) 


M.=0 /1I, 
JJ py J 
para el coeficiente e inducción propia, denominado autoinductancia de 


la espira 14 y 


ACOPLAMIENTO MAGNETICO 


a) Coeficiente de acoplamiento: 


Sean dos solenoides cilíndricos muy largos A y A tales que: 


) 


N = número de vueltas = n, „. 
1,2 1,2 Bue 


(número de vueltas/unidad de longi- 
tud) x (altura del cilindro) > 4= ps 2; 
A, p = Secciones > A <A, (fig. 15), 


Ejercicio: verificar que M= MM), * 

P = 2 
PAL) Y me Ly pa AL, 

L, png 4,1 + Tener en cuenta que 


3, =0 fuera de la sección A: 


1 
Luego, vemos que se cumple la 
relación nm? A 
== => ky 
A y L b (3.45) 


$ z Toe í ta 
onde xk Ya A, 1 se denomina coeficiente de acoplamiento magnético y 
representa la fracción del flujo magnético generado por f, (exterior) 
que es concatenad: iĝ 

a por é, La Fracción (1-k) es el coeficiente de pêre 


didas. El caso k= 1 define el acoplamiento perfecto 


b) Inductancias en serie: 


En la fig. 16-a se muestran dos 
solenoides con arrollamientos iguales 
conectados en serie, de modo que por 
ambos circula una Única corriente i, 
Con las convenciones empleadas para 
definir el flujo Mm podemos expre- 
sar el flujo magnético f: 


A A $a +, shitni, 


y el concatenado por é $ 


h,= Pato =H4, +15), donde M= Mgt. 


Luego, el flujo total será 


E asemi ya que isis ip 
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la inductancia equivalente entre A y B será 

[inp/1o L, +1, 42M 

si los arrollamientos son opuestos (fig. 16-b) es obvio que 
a -$a = -Mi => ġ= (5, +b,-2M) i 


y, por lo tanto L¿=L,+L,-2M. (3. 468) 


(3.46) 


MOMENTO MAGNBTIOO DE UNA RESPIRA PUNTUAL: POTENCIAN VECTORIAL 


En analogía con la discusión sobre dieléctricos del Capítulo I, 
preperaremos el estudio de los medios magnéticos con el cálculo del 
potencial vectorial de una espira o tubo cerrado de corriente de 


área |s| my pequeña, por la cual circula una corriente 1 (fig. ir): 


A partir de la expresión del — 
F(Z) generado por una espira pun= 
tual se puede obtener por super 
posición el potencial, y a partir 
de Éste el campo magnético 5, 
generados por una distribución con- 
tinua de espiras puntuales. Las 
expresiones que obtendremos se 


asemejan a las que resultan para 


dipolos puntuales en dieléctricos, 


razón por la que se suelen usar de 


manera equivalente los conceptos de 
espira puntual y dipolo maqnético. Este modelo sencillo de los medios 
magnéticos permite explicar con gran aproximación muchas đe sus pro= 
piedades, y se debe a Ampère, quien lo enunciób para expliear el com- 


portamiento de los imanes permanentes. 
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Calcularemos el potencial vectorial A en un punto P (fig. 17) 
ubicado en r muy alejado, tal que |F] = r>>|]=R.En la fig. 17 
vemos que f 


di: = RGG(—semd, coa 8, 0) 
> 
Ta (x, y) z); PF =R(cos0, sen8, 0) 
a rá 2 
=> - T| = [rf - 2 R (x cos9+ y send) +R?JY? = 


2R 2 2 
= r [i -Æ (Z c30 EE A 
r r r E 


3 


gr-2R(Lc0899:1 san8), 
T T 


después de haber aproximado hasta el primer grado en un desarrollo 


de Taylor en potencias de R/r<<1l, Luego: 


2-1 2 (1 +3 cos o + EL nen e o 
2 ) 
Empleando (3.26) laa componentes del potencial A(F) sons 


IR 
Az «xt f aki- sone) (1 «5 cos 0+ Y son0)= -KI m 
r 


h r y) 
27 
A KI aÈ c080. Rz 2%x 
y a, : s (+ EE cosas f aono) = e12 F T 


Como S =FR? =R =1S2, 


n 
oaa la a podemos escribir A en función 


de la qspira observando que 


HxY=(-1Sy,15x,0)=1 35 (-7, x, 0). 


Entoncea 
Fiz Ëz? 
A(P)ok -3 (3.47) 
expresión válida solamente para puntos muy lejanos: r»Re 


Para una espira o dipolo pantual ubicado en Fo el potencial 


so obtiene trasladando el origen, o sea haciendo P=TF- ú > 
Fe Fo en (3.47). Así obtenemos 
ES =k H) F- (3.38) 
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A partir de (3.48) calculamos sl campo magnéticos 
(4.72 rê 
r 


.F-sVil=k AAA —Ó (3.49) 


Ejercicios Verificar (3.49) aplicando la identidad (4.7). Definir 
un vector YES xT/m y observar que W no depende de F. 


Notamos que las expresiones (3.47), (3.34) y (3.49), que dan 
el potencial vectorial, la energía y el campo magnético de una espira 
puntual, son análogas a las respectivas (1.39), (1.49) y (1,43) co- 
rrespondientes a un dipolo eléctrico. 


DISTRIBUCIONES DISCRETAS Y CONTINUAS DE CORRIENTES: DENSIDADES, 
POTENCIALES Y CAMPOS 


Hasta aquí casi sismpre hemos supuesto que las fuentes del oam- 
po magnético son distribuciones filamentarias de corriente que deno- 
minamos espiras. En la descripción de los sistemas físicos reales 
tambión conviene considerar distribuciones muy localizadas (cargas 
puntuales) y continuas» 

El primer caso puedes tratarse mediante la equivalencia (figo 1) 

18% => Y, 
de modo que el potencial y el cempo vendrán dados por las expresio- 


nes (3.26) y (3.10), respectivamente, en la formas 


STO A D ar a HEA (3.50) 


EPEN pre rió 


donde Y es la valocidad de la carga da. 
En las (3.50) suponemos que v<<c (velocidad de la luz) y gue 
las aceleraciones existentes son muy pequeñas. 
Como vimos en el Cap. 11, las distribuciones continuas de co- 
rrientes pueden describirse mediante la equivalencia: 
18 = YE. (2.16) 
El potencial ES y el campo Y generados en el punto Y por una 
distribución en volumen cuya densídad de corriante os SA) serán, 
según (3.26) y (3-10): 
TB =x a A xr EA, 
2- PP j 
T (3.51 
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donde Vos el volumar de la región que encierra las corriasntes. 

Una distribución continua de especial interís es la que Corres 
ponás a una guperficis material, as decir a un volumen Y de espasor d 
despreciable en comparación con sus otras dimensiones características, 

Sea É una curva sobre una guperficia S' (fig. 18), por donde 
circula una densidad de corriente TP. 


La carga que atraviesa la curva b por 
unidad de tiempo será 


1- fa "TfT (3, a : 


Z (at, >g y donde S" es la superfi- 
cia de altura Í que se apoya sobra la 
curva € (fig. 18); da 5% dl es el 
elemento de longitud normal a É , tel 
que ¿50 = e, $ y la cantidad 


E= JM 5 (3.52) 


es la densidad suparficial de corrionte, definida de tal manera que 


- [EE (3.53) 
con unidades [g] = 111/[1]= Amo 


Para esta distribución suporficial de corriente (2.16) toma 
ahora la forma 


Jal (Ts $ Zas 
donde aquí d¿5' asg el a la cara del alemento de volumen dz 
medida sobre la superficie 3° (vər fig. 18 y 19). Luego, el poten= 
> > 
cial A y sl campo o B toman la formas 


X (F) a ass ED (8) a g [fas EA Ter 
fev -i > eran A (3.54) 
y 


Conviene resunir laa múltiplos formas 
del elomento de corriente, cuyos pará 
metros se meostran on la fig. lps 


fq Fa 158 a E 8 = īst (3.55) 


$055 7 =p 
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DISTRIBUCION CONTINUA DE MOMENTOS MAGNETICOS PUNTUALES: DENSIDADES 
UIVALBRTES DR CORRIENTE 


Una distribución continua de aspiras conductoras puntuales des- 
cribe con busna aproximación el comportamiento de un cuerpo mataríal, 
formado por Átomos, cada uno de los cuales tiene un momento magné- 


tico muy pequeño. Un elemento de volu- 
men ¿% dentro del cuerpo tendrá un 
momento magnético neto $n, y podemos 
definir una cantidad M, llamada mag- 
nstización tal que 


ar Sí 


que mide la densidad de momento mesné- 


tico por unidad de volumen. 
Sea S la superficie exterior 


del cuerpo en cusatión, superficie que 
encierra a todos los momentos óm (fig. 20), y supongamos que la 
densidad de corrisnte ea mula (J= 0). 
Bl potencial vectorial X generado en un punto Y por la dis- 
tribución da momentos magnéticos será la suma de contribuciones dadas 
r (3.48): i 


a3) x (P-P) 


ro Ze BAED — (e AEE 
[F - È| IF- Fe] 
Yis) 
donde aparece el vector a ( 1 ) às acuerdo con 
|z- 7]? 17 - Fi 


lo ya demostrado ón (1.23), siendo Y'= (9/ax* ,9/3y? ,9/22') el 
gredients con respacto a las variables primedas, que señalan las posi- 


cionez de las fuentes. 
Aplicando la identidad (4.9) al integrando tenemos: 


; vı 
z ay e -Va ) + > a 


1-73 lr Ta 


cuyo primer término da una contribución a ES de la forma 


E at ga ao E E a A 
F- P IF =- F! : IF- F 
yis) Ss Ss 
después àa haber empleado la identidad (A.14) con å5'= as' i. 
Luego, ` 
R Xx ÉS Vx 
A ($) = fast E sx] “y (3.56) 
IF- Tu IF =- Fl 
S Ys 


Podemos comparar el primer término de (3.56) con la expresión 
(3.54), y el segundo término con la (3.51),que describen los potencia- 
les vectoriales generados en F por una distribución superficial de 
corrientes (con densidad EN y una distribución en volumen (con den- 
sidad > respectivamente. 

Es decir qua el potencial E (E) dado por (3.56) es el que corres 
ponda a una distribución de corrientes con densidades equivalentes: 


Bn superficias FA = x, x= -2x EN (3.57) 
En volunens EA =V e (3.58) 


donde el subíndice (A) se refiere a su denominación habitual como 

corrientes de Ampère (también se las llame corrientea de e Jo 
La interpretación física de las expresiones (3.57) y (3.58) es 

inmediata. Las densidades de corrien 


te ER y dą son reales ya que, si 


bian no representan transporte neto 

de carga, generan un potencial T y 
un campo magnético. En la fig. 21 ve- 
mos cómo aparece la corriente super 
ficial neta, normal a la magnetiza- 

ción ES y al vector E, para el ca 
so de magnetización uniforme. En este 


caso las corrientes interiores a S de 


eapires adyacentea se anulan (91 fenó 
meno es análogo a la tensión superfi- 


cisl en líquidos y a las densidades superficiales do carga que vimos 
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al estudiar los dieléctricos)o 

Si la megnetización no ea uniforme, en un elemento de volumen 
como á% (fig. 21) el momento magnético neto £áT no ea cero y hay 
una densidad en volumen resultante H HO. 

Es evidente que la suma de todas las corrientes de Ampére es 
nula, ya que 


ges E + Je i = -fE xn, J at Y xk, = (3.59) 


Str) Esa) 

como se ve aplicando las definiciones (3.57) y (3.58), además de la 
identidad (A.14). El resultado (3.59) es análogo al hallado para la 
carga total Q, en disléctricos (ver discusión después de 1.97). 

Las corrientes microscópicas que generan la magnetización se 
deben a dos procesos: los movimientos orbitales de los electrones al- 
rededor del núcleo de cada átomo, y los momentos magnéticos intrínse- 
cos (espines) de los electrones. El espín suele asociarse a la rota- 
ción propia de cada electrón en torno de su ejo. Al analizar cada 
tipo de medio magnético veremos qué papel juega cada uno de estos pro- 
cesos microscópicos. 

Bl campo magnético generado por estas corrientes, al que deno- 
minarsmos Ba , se deriva inmediatamente de (3. 56). En un punto inte- 
rior de una distribución continua de espiras conductoras (o dipolos 


puntuales) el potencial vectorial en ausencia de corrientes macros- 


cópicas es > 3 
in (3.60) 
mi [7-7 
Yes) 


suponiendo que la superficie 53 está suficientemente alejada de Y 
(los efectos de las corrientes superficiales Za se pueden incluir 
en la 3.60 mediante una transformación del tipo ds” E > 3% JN ). El 


rotor de EN sólo opera sobre el integrando, y resulta: 


después de aplicar (4.9) y (1.22). 
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Luogo, = 7 
Ba =V aia far TE Hh (3.61) 


T : 
que es análoga a la oxpresión dada en (3.51) para el campo generado 
por una distribución de corrientes macroscópicas o verdaderas 
(5) = RD) e Bataa corrientes representan transporte nato de car- 
gaa no ligadas. 


FUERZA MAGNETOMOTRIZ B INTENSIDAD MAGNETICA É 

Supongamos que en una región del espacio totalments ocupada por 
un material magnético cuya magnetización es Xx, s hay corrientes ma- 
croscópicas de densidad F + El potencial y el campo magnético totales 
serán la suma de las contribuciones de ambos tipos de fuentea: 


E E, + = F(= E, + E. (3.62) 
En el caso magnetostático (a, 0) hemos visto que əl campo 


5, satisface la ecuación 


Vx By = pri, (3.39) 
válida para un campo 3, generado por corrientes È según la expro- 
sión (3.51). En consecuencia, a partir de (3.61) se deduce inmediatas 
menta (observando la dueslidad: E, — En» rh) que 

V Xx Ba = Piao (3:63). 
que es la forma local del teorema circuital de Ampère para las corrien 
tes de magnotización. 

Luego, 
(0.62) —VxE=Yx 8, + Vx E, = polig + 3) (3.64) 


donde J, =Y xx, => V= (45 -Ņ =e 


Bn un medio magnético suela conocerse la relación entre la name- 
tización My y el campo total B, de modo que resulta conveniente de- 
finir ua campo vectorial auxiliar 


(3.65) 


(3.66) 
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Es decir que las fuentes del campo H, llamado intensidad o 2xcitación 


magnética, son las corrientes verdaderaso 
La relación (3.65) se puede escribir en la forma 


É ap (Es R) (3.87) 


El teorema circuitel de Ampère, que para É toma la forma (3.38), 
ss puede expresar pera la circulación de la excitación É alo largo 
de una curva É como 


(3.68) 


donde hemos denomirado fuerza magnetomotrig = fum a la circulación 
de E, que resulta ser igual a la suma algebraica de las corrientes 
yerdederas concatenadas (o enlazadas) por la curva é. 


Unidades: de (3,65) y (3.68) resulta: 


f] > [8] > [11(8) = [N= [n] = [8] > [I]/[L] = A/m o 


Para un solenoide de Ñ vueltas suele usarse la unidad adimensional 
Pyueltas”, de modo que 
fmm=NI ==> [fmm] = A z vueltas => [H] = A/B, 


POTENCIAL ESCALAR MAGNETICO 
En ausencia de corrientes verdaderas, la (3.66) toma la forma 
VxH=00. 


Luego, debe existir una función escalar cuyo gradiente sea igual a Ho 
Llemarsmoas $ a esta escalar que satisface la condición 


E=-Yu |, (3.69) 


cantidad que se conoce como potencial escalar masmóticó. € Eai es el 
análogo del potencial sacelar olactrostático dofinido en (1.10) y, 
como aquél, astá definido a menos de uma constante arbitraria, cuyo 
valor se determina como sn el caso electrostático a partir de las 
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condiciones de contorno de cada problema» 

“La conservación del flujo magnético, expresada por la condición 
(3.28), implica que : 
7. E=pV tpv Ey = 0 
=> V.E=-V.X : (3.70) 


Bn un medio con magnetización xy uniforme (en particular, en el va- 
cfo) la (3.70) as emula y resulta 


-7.E= ViW=0 (3.11) 


que es la ecuación de Laplace para el potencial escalar magnético. 
Naturalmente, todos los métodos emplsados en Electrogstática y en Me- 


cónica para resolver esta ecuación se utilizan en este caso. 
Pero debemos recordar que W(F) sólo está definido en los pu- 
tos F donde no hay corrientes verdaderass E = 0» 
Bjercicio: Demostrar, empleando (3.69), que el potencial escalar gene- 
rado por una magnetización no uniforme RF) es 


WE as RANA (3.72) 
y 


Aplicar el teorema de Helmholtz (ec. 35 y 36) con p= -V.ī, y uti- 
lizar las identidades (A.6) y (A.12). Observar la analogía de (3.72) 
con su similar electrostática para v5) E 


MEDIOS MAGNETICOS: SUSCRPTIBILIDAD MAGNETICA 


En general, un medio magnético puede ser anisótropo (e.g. crista- 
les, plasmas), de modo que las componentes del campo magnético 5 y 
de la excitación E están relacionadas linealmente para cada valor 
dej] por una matriz de permeabilidad F tal que 


B 
3 
o asa Bo ra Fen En (f= 1, 2, 3) o 


Si el medio ss inhomogéneo: R=F(F) , anglogamente al caso electros- 
tático (D= ZE) .Notemos que, mientras en la realidad E desenmpaña sl 
papel de É (ambos campos tienen por fuentes las corrientes y cargas 
totalas, respectivamente), y que El as la contraparte magnética de 


D (ambos tienen por fuentes las corrisntes y Cargas libres), al baber 
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definido E-k-1/€, mientras que B op len el vacio), la dusli- 
dad algebreica toma la formas 


B= kH <> D=EE>» (3.73) 


Para materiales isótropos, como lo son la mayoria de los sólidos, 
líquidos y gases: 


>! 


Pra = p fen =| =p El (3.74) 
Luego, BA - Pr > 

B= pis pa, =p E segán vimos en la (3.67) 
=> = (GE clip 1) E=X, E (3.75) 
donde pr permeabilidad = pi +X mm) (3.76) 


Xa = susceptibilidad magnética 
Ka =p/p,= coeficiente magnético (permeabilidad relativa). 


En el vacío Xp= o == p=po y las líneas de campo de E yE 
coinciden en todo punto. 

En general, E depende sólo de las fuentes verdaderas Cin, y 
ay representa la respuesta de los dipolos magnéticos {espiras puntua= 
les), que tienden a alinearse con el campo exterior aunque, a diferen- 
cia del caso electrostático, no siempre KHE, como ya Veremos. 

Para ciertos materiales la contribución al campo total de la mag- 
netización supera en mucho a la de la excitación, es decir que 

m> H 
para ciertos rangos de valorea de H. Es el caso de los medios llama- 
dos ferromagnéticos, que se caracterizan por: 

1) Xali 

2) Xa = Xp (H) + 0 sea que la relación entre B y H deja de 
ser lineal, e incluso uniforme (a un valor de H le pueden correspon 
der muchos valores de B, según la historia del material). A pesar 
de la composición cristalina de estos medios, el gran número de cris- 
teles microscópicos que los forman, al estar orientados al azar, pro- 
ducen un comportamiento macroscópico isótropo. En resumen, en estos 
medios no lineales (ver fig. 38): 


3) ByE —3p=3/E = p(B) + const. 377) 


Los medios lineales ae clasifican, según su susceptibilidad, ens 
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- paremegnéticos: X 20 


- diemagnéticos! Xg< 0 

Bn presencia de un campo exterior Bon y los dipolos se alinean 
paralelamente al campo en los primeros, y antiparalelamente a Bart en 
los segundos. 

Veremos que en cempos no uniformes los paremagnéticos son atraf- 
dos por las regiones de campo más intenso, en tanto los dismegnéticos 
son repalidos por las mismas. 

Loa materiales más típicos, con sus valores de Xa a la derecha, 
se indican a continuación: 


a) Dismaznéticos: E 
He, E, (gases) -2,2 a -1,1 x 107? 
Ar (gas) -5 x 107 
H30 (líquida) -1,5 a -1 x 1076 
Bi (sólido) 1,7 x 10% 


Los superconductores se comporten como dismapnéticos perfectos 
por debajo de la temperatura de transición T, (Cap. II, ec. 2.29). 
En efecta, experimentalmente se observa que, al colocar una porción de 
material superconductor en un campo magnético 3 a una temperatura 
poto, al bajar la temperatura por debajo de To el campo total en 
el interior del material se anula y el flujo $ en el exterior del 
mismo se modifica (efecto Meissner). Es decir que, según (3.75), dentro 
del material tenemos 

Es poli + K) 0 => xn, =X. Ux-E 


= 
=> Hao =1 | para T<T (3.78) 


Bate diamegnetismo extremo es una propiedad esencial de los supercon- 
ductorea, como lo prueba el hecho de que un campo magaético intenso 
(tal que H>H, = excitación crítica) deatruys la superconductividad. 
Los plasmas (gases lonizados que alcanzan 288 estado a muy altas 
temperaturas) exhiben un diamegnatismo típico que comentaremos al 


discutir la ley de Lenz, más adelante. 
b) Paramamnéticos: X 


0 (gas) +2 x 10 
Na, Al (sólidos) 0,9 a 2,1 x 10? 
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pt, Pà (sólidos) 2,9 a 8,2 x 10% 
Gå, Sm (sólidos) 05 a 1 
Ho, Dy (sólidos) 10 


Notemos que ciertos metales del grupo denominado "tierras raras” 
(gadolinio, samario, holmio, disprosio) presentan valores altísimoa 
àe la susceptibilidad, por lo que también se los suela agrupar ¡junto 
con los ferromagnéticos. 


e) Porromagnéticos: 
Como la susceptibilidad X >1 => Ep =p/po= Xpr12 Xy + 


Aquí conviene definir valores típicos del coeficiente Xy (ya que éste 
varía con la excitación H aplicada). Para valores muy bajos de H 
se define la permeabilidad inicial Kin)? mientras que la peormeabili- 
dad máxima nar define el valor máximo que llega a alcanzar el cto- 
ciente B/Ho 

Además del hierro, el cobalto y el níquel, hay numsrosas alsacio- 
nes ferromagnéticas con distintas propiedades. 


Material Xin E max 
Pe (0,2 $ de impurezas) 150 5.000 
Ps (0,05 $ de impurezas) 104 2 x 107 
Po - Si (3 $ de silicio) 7.000 5x 10% 
Ni (1 $ de impurezas) 110 600 
Permalloy 4/79 (79%Ni, 4$80) 2 x 104 10? 
Supermalloy 5/79 (79% N1, 5%M0) 107 10% 


Observemos que las impurezas disminuyen la permeabilidad. Los 
cristales puros tienen valores muy altos de Kpọ, como verenos. 


MOMENTO MAGNETICO ORBITAL Y ESPIE 


MOMRNTO A A A SuEm 


Los electrones en un átomo giran en órbitas aproximademente pla- 
nas y circulares alrededor de un núcleo casi puntual 0 (fiz. 22). Po- 
demos calcular la corriente 1 que circula en una órbita, que será 
igual a la carga que pasa por un punto de dicha órbita por unidad de 


tiempo: 5 e a ew 


ES 
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donde ~e= carga del electrón 


Za 2/0 = perlodo de revolución 
del electrón en su órbita 


w= v/r = velocidad angular del 
_ veloc. tangencial 
electrón $ radio orbital 


La superficie orientada que encierra 
el electrón en su giro es Za me? 
A_ > R 
donde Wz W/w (fig. 22). Luego, el momen 
to magnético orbital 1, viene dado, se~ 
gún (3.21), por 


me ISe- EE) 


Por su parte, el impulso angular orbital es 


> 


L, = 7x7 =07x (dx F)=mr 


2Z, (3.80) 


luego de haber aplicado la identidad (4.2) con W.r =0 (mes la 
masa del electrón). De (3.79) y (3.80) resulta 


5 sinl 
Es =- E | (3.81) 


Los valores medidos del momento magnético orbital mn son del 

orden de una cantidad llamade magnetón de Bohr 
mu 9,3x 10% am? 

El movimiento del electrón alrededor de su eje dería lugar a un 
momento magnético m, y a un impulso angular Tar llamado espín» 
En realidad, esta descripción clásica sencilla no es válida y, en lu- 
ger de la relación (3.81) el momento magnético y el impulso correspon 
diente están ligados por la relación 


m= -E E, (3.82) 


Dejando de lado la imagen de la rotación del electrón, se dice que el 
espín representa el impulso engular intrínseco. 

El efecto del espín no puede dejar de tenerse en cuenta, pues 
My ea del mismo orden de magnitud que el momento orbital m, . El momen- 
to magnético total de un átomo, que notaremos como EA , es decir la 
suma de los momentos (orbitales y de espín) de todos sus electrones, 
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resulta ser proporcional al impulso angular total Lo: 


my =g (- 3) Le (3.83) 


donde g es el llamado factor de Landé. Para T; de origen puramente 
orbital g= l, mientras que para Te generado sólo por espines g =s 2, 
En general g suele tomar valores comprendidos entre 1 y 2. 


DIAMAGNETISHO: MODELO. SEHNICLASICO 


Bohr (1913) dio.una descripción sencilla y esencialmente válida 
del diamagnetismo. Sea un átomo ubicado en una región de campo megné- 
tico E (fig. 23). Consideremos un electrón cuya órbita tiene impulso 
angular L, y momento magnético 


> relacionados por (3.81). La 23 
presencia del campo exterior B 
genera una cupla dada por (3.25): 


A E 
g =N=0mxB=+ 59 XL 


donde podemos definir una veloci- 


ded angular 
o _2B 
w =>. (3.84) 


con B= BB => Gp =p 


siendo Po z 5/27 la llamada 


frecuencia de Larmor. 


Luego n 
y Y (3.85) 
dt y. 39 
y eligiendo un referencial fijado al campo magnético con 2=%8 (fig. 
g 
23) tenemos 


E e E aS 2 5 
a Fo 7 == a XL, = Uy Ly E + to LY 
(verificarlo), y la (3.85) se expresa come 3 
åL. aL 
A AA e AN . a P 
ET yr w pr 0. 


La tercera ecuación implica que L, = const., mientras que de las dos 
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primeras resulta: 


2 
aL à d“L aêr 
21d D E P E E 
dt dt top y at? py T + L= g 
aêr 
y análogamante: Fr Toata 
àt BoD 


Bastas ecuaciones, del tipo de la que describe a un oscilador armónico, 
tienen las soluciones conocidas: 


1, (4) = L, cos (tr, + +4) ; 


donde (fig. 23): 12 = ]£1% = 12 


cir que el vector T precede alrededor del eje z, que ea la dirección 
del campo magnético. Bate movimiento, similar al que realiza un trompo, 


Ly (1) = L, sen la, t+p, 


YE, o sea 12. 1+ 5 e. Ese da- 


se denomina precesión da Larmor. 
A partir de (3.85) as evidente que en un intervalo de tiempo $t, 

la variación en la componente normel I, será (fig. 23): 

= > > 

$1, 2 xL 
de modo que, al final de cada órbita girade, un electrón no volverá a 
pasar por le misma posición inicial (la que tenía al comienzo de esa 
órbita), sino que en el referencial fijo al campo E, habrá girado en 
un ángulo adicional $8, debido a le precesión 


El $927» 
donde Y es el periodo orbital. Como siempre se cumple que p<, re 


sulta que $8, << le Este giro adicional tendrá un radio T , medido 
desde al eje de precesión Zz, y un correspondiente impulse angular: 


E =F 30 (5x7) =2 ra, 


que dará lugar a un momento magnético de precesión que calculamos a 


partir de E, empleando (3.81) y (3.84): 
7 2 Tz 
8 Y. Poot 
A LES r ES $ 
mó hp + z a, = gac Bs (3.36) 
Si un ¿tomo no tiene momento magnético neto (m, = 0 en 3.83), su 


comportamiento en un campo magnético sərá diemagnético, ya que habrá 
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un momento magnético inducido por el campo 3, que estará deí 
a suma de las contribuciones de la forma (3.86) de cada electrón 
su precesión en torno de E, o sea 


z 
<= aa 


22 : 
E etrs 2 
- z = e 2 T 
day = Z y 2 CA E E (3.87) 
donde Z = húmero atómico del elemento = número de electrones; 
= radio de precesión r, 


del electrón ¡-ésimo. 


Es obvio que los -factores 22 4m y £ E son definidos positi- 
vos, de modo que (3.87) expresa que el momento magnético inducido se 
opone al campo 3. 

Definiendo un valor cuadrávico medio del radio de precesión Ref 


tal que 
2 R2 


resulta Ze 
(3.88) 


donde A ¿ representa la cantidad positiva entre paréntesis (tal que 
Tai // 8) y el campo Bes el que actúa sobre el átomo en cuestión, es 
decir el campo magnético interior EN , definido para la cavidad que 
rodea al átomo (de manera análoga al caso electrostático). 


Pare estimar el EN para una cavidad esférica podemos repetir 
el razonamiento previo a(i.117), o bien aprovechar la dualidad comen- 
tada en (3.73). Más precisamente: 

E=-l (5-5) => E 


- En Electrostática: (1.112) 


donde el 3 en el denominador corresponde n una cavidad esférica. 


- Bn Megnetostática, según (3.73), el dual algebraico de Y es E: 


T5 (5- py) , O sea que el rol de Dr lo ocupa pon, (esto 
u 


se debe a la inclusión de p, en la definición de la magnetización Te 
Luego, a (1.94) le corresponde su dual magnetostática: 
(A) E 
= H+- 


3h 3 $ 


H =H+ 


(3.89) 


en la cuel H es la excitación magnética macroscópica (la que actúa 


sobre un elemento de volumen í2) y Hi es la que llamaremos excitación 
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microscópica, oue es la que actúa sobre un átomo u otro dipolo pun- 
tual, y que calculamos en el centro de una cavidad. 
Luego, teniendo en cuenta que la cavidad está vacia: 


z z. p, É> 
Bi = WE = ug. (3.90) 
A partir de (3.88) calculamos la magnetización 


= nmg -næ Bi 


donde n = dN/dt es la densidad numérica de átomos por unidad de vo- 
lumen. Luego (3.75) ==> 


D= Xy E=-najgB, = ong ir EX 


= X = = n jaa ($3 E -ap TÈ Xa 


m 


RL AA -3 (pte Rep) n 
e m 1+E En 12m+ (1,20 Reg) 


<0 (3.91) 


Esta expresión permite calcular el radio medio de precesión Ref 
a partir del valor medido de la susceptibilidad zo , ya que Hs €, m 
son constantes universales, y 2,n 
Resulta ser Rp 0,1 4= 10, 


se conocen para cada elemento. 


PARAMAGNETISMO 


Si, contrariamente al caso recién estudiado, un átomo posee un 
momento magnético permanente m, 40 dado por (3.83), cuando aplica- 
#0 

F 


mos un campo actúa un momento 


H=m, xB 


que tiende a alinear a EA paralelamente al campo magnético. 


(3.25) 


Si el átomo en cuestión estuviera totalmente aislado, la varia- 
ción del impulso angular total estaría dada por 


> => 


ar, > 
A ii E S, e 
a. e e 1x5 E E 


dondep=-2ea la frecuencia de Larmor y g el factor de Lendé. 
a 
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La (3.92) se interpreta de la misma forma que (3.85), y el movi- 
miento resultante es la precesión del ¿tomo en torno de las líneas de 


5 no realiza trabajo y la energía del átomo U. =-m.B se 


campo e mag 


mantiene constante. 


En un medio magnético el átomo no está aislado (aquí P = Bj = 
campo interior, al cual contribuye la magnetización), y las colísio 
nes u otros modos de interacción entre los átomos hacen variar la ener 


gia. Si 8 es el ángulo entre N y B, tal que 


Uuag =~ nB cos 8 


(3.34) 
las pérdidas por colisiones dismimuyen la energía magnética hasta que 
ésta alcanza un mínimo, para @—>0. La consecuencia de este proce- 
so será la alineación de los momentos con el campo magnético, de la 
cusl resulta un yalor de Xa>0 . 

El modelo semiclásico de Langevin, que explica con buena aproxi- 
mación el paramagnetismo, requiere emplear la Mecánica Estadística 


para estimar la megnetización media, obteniéndose la expresión: 
My = NM By (coth x - 1/x) 


donde n es la densidad numérica de átomos y x= (m, B )/(X T), con 
K = const. de Boltzmann, T = temperatura absoluta (ver 2.14). Para va- 
lores normales del campo B y la temperatura T resulta x«l y por 


lo tanto 2 2 
coth x- 1/x g y3 => mxn nf B;/3KT= pnns 44/387 ¿ 


Definiendo una temperatura (llamada de Curie): 


e 


e 9K (3.93) 
donde, según (3.89), Ho H+ a3 
T 
> m= Xp ï= 3 3 (H+nm,/3)= 
T T 
A sa (3.94) 


Esta relación, válida para T>T,, no sólo difiere de la (3.91) 
en el signo de Ao , sino en la forma del denominador, que en (3.94) 


permite un rápido crecimiento de Ep =p /po= 1-4 An T— re 


para 
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Weiss hizo notar la necesidad de emplsar el valor H, en lugar del 
campo macroscópico H en (3.93), y el resultado (3.94) se conoce como 
la ley de Curie y Weiss. Cuando la temperatura decrece hasta elcanzar 
el valor crítico Tos el modelo deja de valer y en algunos Casos se 
pasa de un comportamiento paremagnético a otro ferromasnético (con 
XP + En realidad, T, es algo más alta que la. temperatura a la 
cual el ferromagnetismo desaparece cuando se calienta un medio que 
presenta esa propiedad, 


FERBOXAGNETISMO 


Las propiedades más características de los materiales ferromagné- 
ticos son: una susceptibilidad muy elevada Op) y la existencia de 
magnetización residual, es decir la posibilidad de tener m, $ 0 con 
H = 0. No existe uns teoría clásica adecuada para explicar este fend- 
meno. Sin embargo, muchas de las propiedades observadas se pueden eI- 
plicar mediante el modelo de Weiss que resumiremos a continuación. 

Weiss (1907) propuso la expresión (3.89) para el campo efectivo 
que actúa sobre un dipolo, que toma la forma más general 


H, =H+%m (3.95) 
donde X , llamado coeficiente molecular de campo, depende de la suetan- 


cía en cuestión. El segundo término en (3.95) es proporcional a la mag- 
netización existente en el medio y, en consecuencia, todo aumento en 


n, dará lugar a un aumento en la cupla (3.25) que tiende a alinear los 
dipolos con el campo. Cada dipolo alineado aumentará la magnetización 
y también aumentará el momento (cupla) responsable de la alineación. 
Ss decir que as produce un efecto acumulativo donde, una vez iniciada 
la alineación local de dipolos, la megnetización puede sobrevivir aun 
después de desaparecida la excitación exterior H. 

Este proceso se conoce como maznetización espontánea, ya que basta 
con que aparezca localmente un valor muy pequeño de H para que el efec- 
to acumulativo tenga lugar» Solamente puede ocurrir para algunos mate- 
rialas y para T< To (dada por 3.93, aproximadamente). Algunos valores 
àe la temperatura de Curie son: 770 % para el hierro, 1131 para el co- 
balto y 358 para el níquel. 


En su estado natural las sustancias ferromagnéticas ne presenten 
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maznetización, *n aperente contradicción con esta modelo. Para expli. 
car al hecho, Weiss postuló la existencia de dominios, definidos como 
regiones muy pequeñas, dentro de las cuales la magnetización es prác- 
ticamente completa, es decir que . 

¿an mó = ¿nm (3.96) 
áonde ¿T əs el volumen del dominio y {E su momanto magnético total, 
La (3.96) equivale a decir que todos los dipolos de un mismo dominio 
están alineados an la misma dirección. 

La dirección de la magnetización espontánea varía de un dominio 
al otro de manera qua, en ausencia de excitación y exterior, el mo- 
mento magnético total del material es nulo. Cuando se aplica una exci- 
tación Ez O los dominios se alinean con Ë y la megnetización cre» 
ce hasta alcanzar valores muy elevados. Si se apaga dicha excitación 
los dominios no vuelyen a sus orientaciones iniciales, y así se expli- 
ca la existencia de la magnetización residual. 

Los efectos descriptos tienen lugar cuando: 

a) La configuración electrónica del átomo (o sea la distribución de 
los electrones en órbitas o capas) tiene espines no compensados entre 
sus electrones internos, 8s decir que hay un momento 2 (Ba); neto. 

b) La distancia entres los iones de un cristal tiene uma cierta rela- 
ción crítica con al diámetro atómico, favorable al proceso de alinasa- 
ción. 

Cuando se aumenta la temperatura, la distancia entre los iones 
aumenta y la alineación de los momentos no se produce, lo cual explica 
la dessparición del ferromagnstismo para 1>*T, o 

Los dominios de Welss tisnen existencia real, como se observa co- 
locando una suspensión coloidal de polvo de hierro sobre una superfi- 
cie de hierro pulido: las partículas də polvo se concantran formando 
una red de líneas que coinciden con los contornos de los dominios. Las 
dimensiones de éstos son del orden de los 100 micrones (~1074 m). 

Cuando se aplica una excitación E muy pequeña las peredes de los 
dominios se corren, de modo que los dominios cuyos ejes tienen irec- 
ciones más próximas a la de É crecen a expensas de los otros. Si se 
aumenta Ed los dominios comienzan a rotar hasta alínegrse con la ex- 
citación aplicada. Veremos más adelante la curva de magnetización el 
discutir el fenómeno de histéresis (fig. 30). 


Bate movimiento de los dominios es discontinuo y ssencialmente 
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aleatorio, como lo demostró Barkhausen en 1919, cuando arrolló una b 
bina alrededor de una barra ferromegnética y conectó la bobina a j 
teléfono. Cuando H aumenta se escucha un ruido característico ie 
lleva su nombre y se debe a la f.e.m. inducida por la variación de 


flujo magnético, originada en el e ; 
recimienta di 
tizacióno» iscontinuo de la magne- 


07 El moria ento de los dominios tiene un efecto macroscópico sobre 
A ongitu del material. Esta variación en las dimensiones debida a 
a magnotización se denomina magnetostricción. Para valores pequeños 
de H -el hierro aumenta de t ñ i i E 

2 amaño en la dirección de H y disminuye 
en la dirección normal; para el nfquel sucede lo contrario. 


CONDICIONES DE CONTORNO EN LA SUPERFICIE QUE SRPARA DOS MEDIOS 
BLINDAJE MAGNETICO j ` 
S Hallarenos las relaciones entre las componentes de los campos 
5 a 
y H a ambos lados de la superficie S de separación entre dos me- 
dios magnéticos de permeabilidades PYyp 
1 20 


a) Componentes normalea (fig. 24) 


Para el cilindro de la figura 
con ¿íh-—=>0 la š 


(3.28) ==> za da. z% 


dh- 0 


Bin = Ban E BI cosp = Ba cosg, 
(3:97) 


Si ambos medioa son isótropos, de 


modo que Bo =P He » tenemos: 
H. = H => H. 
Pa "in Ps m Hh cos fy = po Ha cos fi, (3.98) 


t) Componentes tensenciales (fig. 25) 


¡Sn principio, es posible que sobre la superficie S circule una co 
rriente superficial g 0, definida como en (3.53). Luego, para el 
> 
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ángulo $ de la figura con 
el teorema circuital 


dla .E 
Si) 
Hp dt Hoy dl = al gps 


donde Zp” m.g es la compo- 
nente de la densidad g normal 


al plano de € ; por lo tanto 


| => A sen (97 - E, sen >, = E, i (3.99) 


2t 


Si ambos medios son isótropos: 


B 3 

1 f 2 

sen [2 - sen f> =g 
1 2 

ho Pa 1 Pa 


En el caso más frecuente, cuando no hay corrientes libres sobre 


la superficie S , podemos dividir miembro a miembro la (3.98) y la 
igueldad que resulta de (3.99), obteniendo 


(3.100) 


que es otra relación del tipo de la (1.109) similar a la ley de Snell, 
que representa la refracción de las líneas del campo magnético. Debemos 
notar que los ángulos Ay en (1.109) y Pi en (3.100) son, en general, 

Las expresiones halladas permiten extender la solución de un pro- 
blema a regiones separadas entre sí por superficies de “discontinuidad 
en las propiedades magnéticas. 

Cuando el medio (1) es ferromagnético, con permeabilidad Po Kg eo 
y el medio (2) tiene susceptibilidad despreciable (vacío, dia- o para= 


magnético) vemos que i 
pE? Peh m MEM Et 
tepo P 
Si, p+tjo, el medio (1) es hierro con K, = 1.000, en la fig. 24 es 
tg Po = te Pz My 2 10% 188, > 
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de modo que las líneas de Campo que 
separadas menos de 60% con respecto 
forzando un ángulo ĝ,< 0,1%. Bata 


en el interior del hierro satón 
a la normal saldrán al exterior 
əs una característica de todos los 


materiales ferromagnéticos, debida a su perasabilidad tan elevada: co- 
mo Pr no toma valores muy altos (excepto en aristas o cantos de S) 
en el exterior al medio resulta Baxo , %8 decir qus las líneas de 


campo son prácticamente normales a la superficia de un cuerpo ferro- 
magnético. 
Bs 


, 


Una aplicación inmediata de ea- 
tas propisdades es el blindaje nag- 
nético, que se consigue utilizando 
superficias huecas o cáscaras, como 


en el caso electrostático (en aquel 
caso teníamos Êz axactamente nulo, 
sa decir líneas de campo eléctrico 
normales al conductor). Para compren- 
der mejor el efecto observemos el con 
portemiento del campo F en presen- 


cia de una cáscara ferromagnética əs- 
férica (fig. 26). Las líneas del cam- 
po magnético se desvían hasta hacerse prácticamente normales a la 

superficie, como si fuera un campo eléctrico frente a una superficie 
conductora. Para h—=>00 el campo F, en al interior de la cavidad 


int 1 1 
se anula; el cálculo detallado da Bint“ H e En % 


La fig. 26 muestra cómo las línsas se deforman de modo de pasar 


por el medio más permeable (de allí el nombre de pe La utilidad de 


esta propiedad es evidente, pues muchos dispositivos electrónicos y 
mecánicos deben trabajar en regiones libres de campo magnético. 


CIRCUITOS MACNBTICOS. ELECTROIMANES 


Consideremos un toroide con núcleo ferromagnético de sección S 
con permeabilidad p uniforme (fig, 27), sobre el cual arrollamos una 
bobina de N =nf>»> Í vueltas por la que hacemos circular una corrien 
te I. En el toroide el flujo maznético $= fas .5 está confinado en 
el núcleo y, como las líneas de campo son normalas a las espiras (es 


decir que lat= % en 3.30) el toroide resulta sep un tubo de flujo 


- 201 = 


tnte = BS= const. (3.101) 


a travás de todas las secciones. 21 
Basto ea análogo a lo que sucede 
con una corriente que ciroula por 
un cabla cerrado, que ea la misma 
en toda sección del cabla. Ar 
La excitación magnética H 
será normal a las espiraa y si el 
bobinado es uniforme será 


H, =H = const. > H.a aaae 


para todo alemento da longitud a 
lo largo de la curva ĝ (fig. 27). 
El teorema circuital de Ampers toma la forma 


JE- Ea te (3.68) 
É ( 


donde (3.101) === E=DB/p=P/(p5) 


> tan o PES -$ mE zR (3.102) 


Aquí la integral que define a KR tiene la misma forma que la resis- 
tencia definida en (2.22), y la ecuación (3.102) es la expresión dual 
de la ley de Ohn (2.24) para un circuito cerrados 


fem = IR. 
Se establecs así la siguiente dualidad algebraicas 


pe de .103) 
2 - bb == | Ra aF (3 
1. f8.7 — g- fa 
conductividad Y ATA pormeabilidad a E 
campoa E » 7 —— campos T » B 


La cantiđad dual de la resistencia, ofisida on (3.102) sa 
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denomina reluct, i Y 
: ; ancia. La relación (3.102) 
un circuito mesnético T da dez ge E 
para 
Cuando un circuito no es 


mos conectados en serie uniforme, sino 
, 


que consta d 2 
la reluctanci 12 de varios tra 
ancla de a 

un elemento al 


S de fem (para la fam), reais- 
(para los flujos magné- 


B enel £ntrehierro del 
28. Llamamos entrehierro a 


dean el eytreni 
Tro son los polos del od i 
El flujo magnético dentro de A 
bina está Prácticamente R 
núcleo de sección s 
, 
el entrebierro las líneas de cam 
> O 
dispersan (fig. 28) y a, 4 
sección efectiva S'>5 Bmple E 
m i o arenos 
subíndices 2 (para el núcleo) 
2 (para el entrehierro) 7 
Da reluctancia total del circuito 
es 


RR R „l-i 


confinado en el 
mientras que en 
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(3.102) $= FE TE Der (3.106) 
É NS 


Como el flujo magnético ss constante: 
zx m A g 3 NI 
$= BSSB S = S ESE 
A 


Se nota que la contribución del entrehierro 


a la reluctancia to- 


tal es generalmente mayor que la del núcleo, pues 


Ro 4 Las 
Ra RS (e-a) Y me > 


Por ejemplo, tomando valores típicos: XK, =p /n, =1.000; l= 1 cm; 


R=16 coa == K, 4/ =10. 
Bn un electroimán conviene tomar ít<<f , en cuyo caso 


t-i A EE HNI 
Ç 7 Joy x1 BZ 
E +E 


En la práctica estos cálculos suelen tener una precisión menor 


lo sea un error relativo mayor) que el 5%, debido a las numerosas 


aproximaciones realizadas: 

1) Bẹ » E, constantes dentro de las bobinas: en realidad E¿ul/R, 
siendo R la distancia de la curva É al eje del toroide. 

2) B= pH con p= const. (proporcionelidad): en realidad p=p (8) 
== En = const. 

3) A; = const. al pasar del núcleo al entrehierro, lo que sería cier 
to si no hubiera pérdidas de flujo magnético en los polos» 

4) Se supone que el espaciamiento de las espiras es prácticamente 
inexistente, y que eu distribución es completamente uniforme y 


perfectamente simétrica. 


Supongamos que un material ferromagnético se megnetiza mediante 
H hasta alcenzar la saturación, es decir hasta que 


una excitación 
todos los dipolos que lo integran se hayan alineado con E, con lo cual 


la magnetización my, habrá alcanzado su máximo valor posible» 
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Cuando reducimos E hasta anulari b. 
; o sub- 
sisten una magnetización FS 


= y 
remanente P, un campo 


(Pig. 29) tales que 
By = pu, 40 
Como veremos al discutir la curva de hi 
téresis, cambiando el signo de la, E 
$ 3 co 


rrientes y así invi A $ 
= irtiendo e 4 
H se puede l sentido de 


anular el cam > 
(el valor H po total F 
€ 


que lo permite 
es 1 ~ 
mada fuerza coercitiva) pa 


Cuanto mayores sean B 
r 


a Y He» tanto mejor se 
rva del segundo Cuadrante (fig 29) desc Re a ERA 
. ribe la 


zación. El máxi 
s E EEE dal aroduste BH que se puede ale 
Mea idad del imán y se denomine P = 
iverificar que efectivamente: y a 
Pa Tepresenta una densidad de energí a id 
Un material típico como al PA 
arden de 1.500 Jm“? 


n cues 


desmagas ti- 


anzar en ese 


» de modo que 


acero al, carbono tiene una P 

» Y una aleación espe 

Co, Ni, Al y Cu) o 
Una forma útil de imán pe 

hierro de la fig, 28 


m el 
amada Alnico 5 (que 


contiene Pe, i 
tiene una P_=36.000 3m3, 


roide es R y el da ES a - Supondremos que el radio del to. 
maciones 2 5% Ta y que se cumplen las apro i 
+ xi- 
Rr <la 
: R i TRTE Bn = 3 (según 
Luego, el teorema circnital de Ampère ( í eS 


.5 
pase por los centros de las secciones 3.68), para un recorrido £ que 
3 


expresa: 
fa EZHÍ + Hl= => =-% 
e a H t H ( 7 
l a e 3.10 
Es decir que los sentidos de H q tro y fu 1i 
entro era del imán 


( gon opuestos. 
3.95) => 3. 
) BSP, 


= Po = 3 => R Ë (3.108) 
I E 
gualando (3,107) y (3.108) vale aproximadament i 
F a: 
E, = =Ë 
a71+X, Esteo a 
Bste result | na 
ado expresa el valor que alcanza la parmenbil 
a iäsd p en el 
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quilibrio, que corresponde a un punto del segundo cuadrante (fig. 29) 
La (3.109) muestra cómo la magnetización A ge opona y predomi- 


na sobre la excitación E dentro del imán, de modo que allí Ee es 


relela al campo total E , y ambos son opuestos a Hy- 


pe. 
Es interesante comparar una barra cilíndrica imantada con un sole 


noide ideal de las “mismas dimensiones. Supondremoa que la longitud es 


mucho meyor que el radio del cilináro, y que en el interior del imán 


la magnetización Ñ, = Y es longitudinal y uniforme (fig. 30). 


Las líneas de campo en el sole- 
noide se muestran en la fig. 
30-a, donde F=p E YTY y bas- 
ta con representar un solo campo, 
dado por H = nlgen el interior 
{n = número de vueltas/unidad de 


longitud; la = corriente en la 
bobina). 

Pare calcular el campo cre- 
ado por la barra recurrimos a las 
corrientes de Ampère dadas por 
(3.57) y (3.58), donde (£1g.30-b): 


A > 
A=%, H=4%Z= const. => 


E =Wx8=82x%= nf. 


Tomando un recorrido É paralelo al eje z, en (3.53) tenemos 


dí, = az F > 10 do fro 
£ t 
Podemos suponer aue esta corriente está distribuida en un núme- 
ro N=n2 de espiras, de modo gue 1, = nl la » Entonces 
1, = li, =N? == li, =4/n (3.110) 
El campo generado en 
tes de Ampère es equivalente al creado por 


el exterior por esta distribución de corrisn 
un solenoide ideal con el 


nisso número de vueltas n, siempre que tomemos 1¿ 3 la > Obviamente 


en el exterior es ByE para ambas configuraciones, lo que también su- 
cede en el interior de la bobina, mientras que en la barra B y H 


son antiparalelos, como Vimos. 
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FERRIMACNSTISMO: FERRITAS 


Algunas sustancias sólidas que son 
ta temperature cambian su comportamiento 
Bate fenómeno, que difiere del ferroma 
(1932) diciendo que los átomos en a 


paramagnéticas por sobre cien 
para temperaturas más bajas 
tismo, fue descripto por Néel 
; e ordenan en å 
yos espines est. a í 
de án ordenados pero son antiparalelos entre A ad 

o ocurre se observan dos fenómenos distintos AS 


a) Si los dos gru e n momentos magnéticos (S Ñ 
di pos de átomos tiene: a 
y = i 
i y nestos, el mome 
guales opuestos, el momento neto es nulo 
tos atómicos individuales son intensos 


Terromagne tismo . 


b) Si el momento ti 
magnético de un grupo supera en magnitud al del otro 


» 2 pesar de que los monen- 
Este fenómeno se llama anti- 


£ ultante, aun i 
i : , en ausencia de una exci Ì 
or H» Esta propiedad se conoce como ferrimagneti ES 
a temperatu: ici EE 
ES pcs = Pros a la cual el material pasa del e t 
enados (ferri- o antif i nus 
EE erromagnetismo, según 1 
e enados (paramagnetismo) se llama kaipordtara de sE T 
o descripto explica ae? 
por qué muchas i 
R sustancia i 
se vuelven ferromagnéticas a temperaturas muy baj A 
Una clase impor: E 
E O de sustancias con estas propiedades la cons- 
; > que no poseen elect 
a p rones de conducción 
a e que tienen un valor elevado d a E 
de Š ha e permeabi- 
En Ka (H)>1 y muestran la misma saturación a 
para 


excitaciones elevadas que los ferromagné 1c03, que son conductores. 
t nductore 


Las ferritas son gxi 
xidos complajos d gru 
2 € elementos del llamad 
a vo 


de transición å i 
A i Ta la tabla periódica (Sc, Pi, V, Cr, Mn, Fe, C 
ni con i ; o 
de E números atómicos comprendidos entre 21 y 30) Bak i 
oc fi gn ; 
i idas figuran la magnetita (Fe. 0 en la f Ra 
sustancia que llamó la atención de is g E 


E ; i 293) 
similares: Cr Fe, 0 antiguos griegos; y las formas 


254” Mn Cra 04, Mn Fe Cro 


Zn Fez0y es antiferromasnética, 4 > etc. La ferrita de zinc 
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B) CORRIENTES VARIABLES 


INTRODUCCION 
Hasta aquí hemos supuesto condiciones estáticas, es decir que 


todas las cantidades de interés son independientea del tiempo. Los 


_ resultados fundamentales estudiados pueden resumirse en: 


J.E- +? l (1.15) V.F=0 (3.28) 
VaÉ=0 (1.20) Z= pi (3.39) 
donde  E=-VVY (1.18) y B=VxE (3.27) 
con V (E) = -gig jet + aa ym Ja ro (3.51) 
Y Y 


En Electrostática la densidad total de carga P (la libre más 
la de polarización) es la fuente o causa; v y E son los resulta- 
dos o efectos. En Magnetostática la densidad total de corriente 3 
(la verdadera más la de magnetización) es la causa; E y Ë son los 
efectos. En ambos casos suponemos que las interacciones se propagen 
en forma instantánea, y que las densidades y los campos de cada pro- 
después de que las cargas se 


blema son los valores en el equilibrio, 
hayan acomodado y alcanzado condiciones estáticas, a partir de las 
cuales toda variación temporal es despreciable a escala macroscópica» 
Bato no excluye las fluctuaciones que denominamos "microscópicas", 
que generalmente tienen promedio nulo y no afectan las cantidades 
descriptas en las ecuaciones de arriba. 
Cuando consideramos las variaciones en el tiempo, 
les indican que el teorema de Gauss sigue valiendo en sus 


experimentales 
formas (1.15) y (3.25), pero las ecuaciones (1.20) y (3.39), así como 


los resultados 


los potencialea Y y Ea cambian de forma. 

Los tratamientos requeridos para analizar los casos cuasi-está- 
ticog, donde las condiciones varian lentamente en el tiempo, y pare 
los procesos que involucran radiación, donde las variaciones tenpora- 


idas, son esencialmente distintos. En lo que sigue 
ya que la ra- 


a Clásicas 


les son muy ráp 
nos ocuparemos solamente del primer tipo de problema, 


disción no puede tratarse con las hipótesis de la Písic 


peoia 209 


INDUCCION BLECTROMOTRIZ; LBY DE FARADAY ¿ + u im 
AA etc. de modo que los sucesivos AE, ag a Tath ++. se irían 


signo, 
generando ain requerir une fuente de energía. 


Faraday (1831), e independisnteuente Henry, descubrieron que 
Por el contrario, la regla (3) indica que una variación inicial 


toda variación en sl flujo magnético ya acompañada por la presencia 
z E 

de un esmpo eléctrico. Los respectivos experimentos fueron sugeridos 

por los descubrimientos de Oerated y Ampóre, quienes habían obserya- 


do la aparición de un cam v: 
po magnético asociado al i 
i movimiento de car- 


Ag genera un proceso del tipo: 


Ag En r= E P agfa 


R 


- signo AQ (3.112) 


Es decir que el sentido de la f.e.m. inducida es aquél que tiende a 
gmético. La condición 


oponerse a la variación inicial del flujo ma 
(3.112) se conoce como lev de Lenz (1833). 
Los resultados (3.111) y (3.112) pueden resumirse en la ley de 


E PEA ARA 


, Los resultados experimentales de Paraday pueden resumirae como 
sigue. Sean dos espiras, una pasiva 4, y la otra activa é {fig 
31)» Entonces sə verifica ques ? > 


tal que 


1) Toda vez que el flujo magnético 
total a través de la espira ta 


definido como 
$- fE, 


varía en el tiempo en una cantidad 
Ad, , se induce en la espira una 
fuerza electromotriz E > 
2) La magnitud de esta f.8.m. es 

proporcionel a la variación del 
flujo por unidad de tiempo: 


(3.113) 


f.e.mo inducida = Ê Sy 


donde el signo del flujo está definido por el sentido asignado a la 


espira Ê al calcular 
E = fa E (3.114) 


€ 
(E' tiene el sentido elegido para la corriente 


1 sobre é ). Entonces 


E 
| A ~ lag, / at] (3.111) el flujo a través de la superficis EY 


s 


3) El sentido de la f.eom. Ei es 


tal que la corriente 1) i 
i 1 Que genera dicha f.e.m, prod: 
edicionel a través de e, cuyo signos SS 
a) coincide con el de on cuando Af <o; 
b) se opone al de $ cuando AQ, > 0. 


es positivo cuando A es la normal exterior de la superficie S(£) 


que queda 2 la izquierda deb 
En (3.114) É' es el campo inducido en € 


cuando recorremos esta Curva» 
1 interior del conduc- 


tor, campo que no 25 conservativo, como Veremos. 
En efecto, aplicando el teorema de Stokes Í 


SS -f 3 qa E 
¿ 


síci 


4) Toda variación en bi i 
; ba debida a la corriente propia Iz también PRERA 


induce una f.e.mo 6 i 
B : G, en la espira 2 la cual obedece las mismas 
eg i enumnc adas (1 a 3). Dicho proceso se denomina autoinducción. 
enz analizó la posibilidad de que una variación en el flujo ori 

ginare a fem. contraria a la prescripta por la regla (3): 

- Una v i i 

m artación àg crearía una g que originaría una corriente I' 
- a corriente generaría un cam E j a a 

po B’ cuyo flujo 
igual signo que Ag. f sd Acs 
J 

- Este Ad daría lugar, por el mismo proceso, a un Ap” de igual 


Si la espira Ê se mantiens en reposo y no se deforma; 


Luego, la ecuación (3.113) squivale a 


E 
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3 __25 | 
| V:i =-S5 | (3.116) 


que es la forma local de la ley de Faraday- Lenz. nig forma tien 
lidez más general que la expresión (3.113), ya que se cumple par . ME 
quier variación del flujo magnético, independientemente de E da i 
âg puede deberse al movimiento de toda la espira o de una parte de 
ella (deformación), a la variación del campo magnético F enel tie 
po, ya sea por variaciones en las corrientes en la propia espira o ee 
pirin, etc. Pero los campos E y Š también pueden medirse en ausen- 
cia de espiras por sus efectos sobre cargas puntuales, en cuyo caso 
la (3.116) adquiere una validez completamente general, correspondiend 
a los campos, E y E totales medidos en un punto cualquiera del Re š 
pacio. i 
i Como consecuencia importante de esta ley podemos calcular las re- 
A potenciales y campos cuando hay variación temporal de 
a Como la (3.28) sigue valiendo en este caso, 
B=Vxi (3.27) 


Reemplazando esta expresión de B en (3.116) tenemos: 


p2, z, 23 
Vx E += Vx (Er 2%) -0 y F,t. 


< 


Luego, debe existir una función (F,t) tal que 


(3.117) 


donde -VV es la contribución conservativa al campo eléctrico total 
y ~24/ət representa el campo inducido: 


Eo a 
ind a dr. Esp 0. 
t 


Tanto el potencial escalar V(Y,t) como el yectorial A(F,t) 
dependen, en general, del tiempo. í 


EJEMPLOS 


a) Bepires estacionarias 


Sean N espiras estacionarias (es decir quietas, que no han de 


| A 
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deformarse) con inductancias Mx 3 05 ¡y / åt =0. 


Aplicando el principio de superposición y la definición (3.41) 
obtenemos el flujo magnético que atraviesa la espira j-ésima, que se- 
rá la suma de los flujos Pik = “jktk generados a través de ella por 


las corrientes de todas las espiras (incluyendo la misma 15); 


N 
a s 
$,- Ž $k- "iy Ty (js 1 bp N) 
Si les corrientes, y con ellas los flujos magnéticos, varían en 


el tiempo, se inducirá en la espira (j) una f.e.m. 


aĝ, ii 
e S Hg Ses (3.117) 
i at 


es 
a 
ee 
rx 
i 
3| 


, que puede tener intercala- 


En particular, para una sola espira 
la f.e.m. inducida vale 


dos elementos pasivos (p.ej. resistencias), 


(3.118) 


En un circuito aislado, donde puede haber otras fuentes con una 


f.eo.m. total A y elementos pasivos con caídas de tensión AY, pode- 
mos expresar la segunda ley de Kirchhoff como: 


x 
Ctra Z AY (3.119) 
También podemos pasar el segundo término(como si fuera una caída sobre 
la espira) al segundo miembro, en la forma AY; F- Ĉina’ con lo 
cual (3.119) eauivale a 
dl 
13 +Z AY, (3.120) 
6-1 T Teli 


s útil para el cálculo, como veremos más adelante. 
indica que esta f.t.Mo. tiende a oponerse 
a través de L, de 


que es la forma má: 
El signo (-) en Gina 

al crecimiendo de la corriente que genera el flujo 

acuerdo con lo prescripto por la ley de Lenz. 


b) Diamagnetismo de partículas cargadas 


Consideremos el movimiento en el vacío de una partícula de carga 


q y masa m en una región de campo É uniforme. Para simplificar, 
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supondremos que la velocidad Y se mantiene en un plano normal 5 
(fig. 32). La fuerza de Lorentz Eva 


l za F=q7x3 (3.2) 
es siempre normal a V, de modo que el 


movimiento continúa en un mismo plano. 
En consecuencia, el movimiento de q se 
rá circular y uniforme, con un radio R | 
que podemos obtaner a partir de la ex- 
presión de la fuerza centrípeta: 

2 


P=q TB-t => R=- , 
2 


donde f¿=0/21 es la llamada frecuencia de ciclotrén, con 


ws =q B/m (3.121) 


y 3 3 
ista como una espíra (fig, 22) la órbita de la carga tiene un 
momento magnético dado, como en (3.79), por 


Es LR -L AZ Dv Y F 
2 e -= (3.122) 


donde, como se ve en la fig. 32, Qa -ĝa B/B 
La (3.122) indica el comportamiento diamagnético de toda carga 
que se mueve bajo la sola acción de un campo magnético. Mirando 1 
. a 


órbita desde el extremo del vector B los iones positivos girarén 
demi E á 
sentido negativo (horario), y los electrones lo harán en sentido 


siti i i 
ositivo (antihorario) . El resultado será siempre la generación de un 


momento hegnátlco que tenderá a disminuir el campo magnético total 
en concordancia con lo determinado por ls ley de Lenz i 


c) Barra conductora en movimiento 


Sea un conductor de longitud orientado an la dirección î- Y 
que se mueve con velocidad Y en un campo E uniforme (fig. 33) 


Sobre las cargas libres (electrones) en la barra conductora actúa 1 
a 


fuerza de Lorentz: 5 =. 7 
P=qvxB s (3.2) 
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Ba un reforencial K que se mè- 

yə con la barra la velocidad de 

q ss Yu 0, y allí loa electro 

nes se ven sometidos a un campo 

elóctrico dado, como en (3.4), por 
E=Yx 3. 

La faem. correspondiente, emple- 


ando (4.1) ass 


Observemos que Y xf = Fa T + {F xt) - E (fig. 33), 


a la superficie barrida por el conductor en su movimiento « 


u 


qus e 
Luego,  Ĝpp = -5e &/àt = - ap/dt (3.123) 


donde dd es el flujo a +ravés de la superficie ás barrida por el con- 
ductor en el tiempo dt (para T, B,v mutuemente normales; Jóna B2 vw). 
El resultado (3.123) es totalmente consistente con la ley de Para- 
dey-Lenz, pero no debe interpretarse como una “deducción” de esta ley, 
ya que los alcances de las (3.113) y (3.116) son mucho más generaleno 
Hemos visto que el campo magnético E no realiza trabajo sobre 


las cargas que se mueven bajo la única acción de E. Este no as al ce- 


eo para la barra que analizamos, ya gue otro agente exterior la sumi- 
nistra la potencia necesaria para trasladarla con velocidad Y. Ba 

én electromagnética contra el 
debida a que la veloci- 


interesante ver cómo, además de la reacci: 
cambio de flujo, existe una reacción mecánica, 


dad Y es normal al campo Bo 
En efecto, supongamos que entre C y D 
E finita (fig. 33). Entonces circulará por la barra una corriente 


existe una resistencia 


inducida 12- /r=50.7x8B 
cD R 
y la interacción de esta corriente con el campo originará una fuerza 


dada por (3.11): 


z gz lA 


Farz- 7x5) 


La potencia disipada durante el movimiento de la barra conductora se 


deberá exclusivamente a esta fuerza, y valdrá 
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> A E > o l = o > 
Pp = EI -H (T.7135)? 
donde 1.715 = 60 » y resulta 


Py -rR (3.124) 


que es la llamada potencia de reacción que, según vimos en (2.26) 


disipa la resistencia R en forma de calor (ley de Joule). La fuerza 


neta F es la fuerza de reacción que se opone al movimiento, ya que 
en todos los casos: F., yz Peco yv. 


da) Espiras en rotación 
Sea una bobina rectangular de N a R 
vueltas, de dimensiones Lx d, que 34 | B l pa 
gira con velocidad angular W = const. $ 
alrededor de un eje que pasa por su 


centro (fig. 34), en una región de cam 
po magnético B uniforme, 

La f.e.m. inducida sobre cada 
vuelta de la bobina es 


E E 


o assa És SBwsenwt (verificarlo). 


Rit=9/-B 
2 > Alt) s -senut ect? 


Luego, la f.e.m. entre los extremos de la bobina (sobre las N 
espiras) será E i 


y = NSBusenwt = č, sen wt (3.125) 


Yemos que esta bobina, que es el 
35 elemento esencial de un generador 
de Faraday, se comporta como una 
fuente de tensión alterna, que Vas 


t ría en el tiempo con una frecuen- 
cia Pa l/t=%/27 (fig. 35). 

Un sistema de este tipo transfor- 
ma energía mecánica (necesaria 

para superar la cupla de reacción 
Yx y así mantener constante la velocidad angular w) en energía 
eléctrica de tensión dada por (3.125), donde Ê, es la jensión de pico. 
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BRECTO HALL 


Hall (1379) descubrió que si por un conductor chato, cuyo plano 
es normal a un campo megnético intenso B, circula una corriente de 
densidad J, aparece una f.e.m. En transversal al conductor (fig. 36), 


a) Efecto normel 


El modelo sencillo de 
conducción por los elec-  ' 36 
trones libres se esquema- 
tiza en la fig. 36, donde 


=> f= n9q_Y_= 


La fuerza de Lorentz sobre 
los electrones 


F =sa_ V x= (e) lv; 


x(8%) = -evBŻ. 


hace que éstos se acumulen en un borde del conductor, lo cual produce 
un exceso de carga positiva en el borde opuesto, y esta distribución 

de cargas genera un campo eléctrico Ex que careg hasta escalas exac 
tamente la fuerza magnética. Es decir que el régimen de equilibrio se 


alcanza cuando > 
~e = m +e vB ^A Al (3.126) 
q_Ey+ E = 0 Bg=-3< 5 rn PO 3 


La [.e.m. resultante es 64 = vBho 
Conviene definir un coeficiente de Hall 


(3,127) 


que en este caso da: Ry = (-vB)/(nev.B) = -)/(ne) < 0., 


Ests coeficiente tiene el signo de la carga de los portadores 


y es inversamente proporcional a la densidad mumérica n de los aiai 
mos. Al medir Ra se mide indirectamente dicha densidad, n = (-e By) > 
Los valores medidos de n coinciden con los calculados por otros 
métodos con un error menor gue el 30% para todos los metales monova- 
lentes (Li, Na, E, Cu, Ag, An, etc.) y para los buenoa conductores, en 


general. 
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b) Bfocto arépalo 
Para muohoa notalas (Bo, 


Fo, Zn, Cd, W) el cosficion- 37 
te do Hall mədido ss positi- 
yo, lo que no puedo explicar 


ge con el modelo dsscripto. 
Este caso se conoce como 
efecto Hall anómalo. A 
En la teorfa de sólidos $ 
ao demuestra que algunos 
electrones en ciertas órbi- 


A E + 
tas se comportan como hue E Er AS O S A PA 


cos positivos (con carga y 
masa igualsa en magnitud a 
las del electrón). Rata propiedad no se puedo explicar sin recurrir 
a métodos de la Mecánica Cuántica, pero algunos resultados son fácil- 
menta comprensibles. Por ejemplo, la fuerza de Lorentz sobre un hueco 
> > > 

(+) es P,=+0Y, zE, es decir que q, +8. 

Los portadores de carga en los conductores anómelos son estos 
huecoá, de modo que (fig. 37) 


A 
i=ag Y =nevy como en el efecto normal, 
pero 7, a A xf = (+0) (vf) x(B2) = <ovB2, 


lo que genera una acumulación de huecos positivos en el borde opuesto 
al cago normal, resultando un campo Ey tal gue 


Ab F 
= E. + 
ad Bhs- tve, 


gue tiene sentido opuesto al hallado en (3.126). 
Luego, en (3.127) resulta ser: 


E 


eag 
dy B 


_ AVR 1 
“nev. B ne 


i 
v 
o 


xX 


Las densidades n medidas a partir de By en conductores anó- 
maloa resultan ser mucho menoras que las correspondientes a conducto- 
res normales. 
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HISTERESIS 


Una propiedad importante de los materiales ferromagnéticos es 
la dependencia peculiar de la relación B/H con respecto a la histo- 
ria magnética del medio, es decir a los valores anteriores del campo 
y la manera en que se “sucedieron. Consideremos una barra cilindrica 
desmagnetizada (B=H=0, punto O en la fig. 38) rodeada por una bo- 
bina (primaria) que nos permite variar la excitación magnética H. El 
valor de B en cada instante se puede determinar midiendo la f.e.m. 
que se induce en otra bobina arrollada sobre la primera (secundaria) 
cada vez que varía el flujo magnético en el material. 


A medida que crece H se reor- 


denan los dipolos magnéticos dentro 38 
de los dominios y, para valores más 

altos de E (a partir del punto A) los 
dominios rotan, hasta que para un pun- 


to como € la magnetización m, deja de 


crecer al haberse alcanzado el estado 


de saturación (H= E.>B =B) A partir 
de al1í B sólo puede crecer según la 
relación AB/AH = po (demostrarlo re- 


cordando que Aa, =0 para H >.) F 


Si, luego de haber alcanzado un E, 


valor dado de H>0 disminuimos la excitación H, los valores de H y 
de B no siguen la curva CAO sino que recorren un camino como el 

CDEF, de modo que para un mismo valor de H hay varios campos B posi- 
bles. En particular, cuando H=0 (punto D) el campo magnético B no 
se anula, ya que la magnetización retiene un valor m,>0 + sino que 
exhibe un valor aa llamado campo remanente. Para que B se anule es 
necesario invertir la corriente primaria y, con ella, cambiar el sen- 
tido de H. Aplicando una excitación E; llamada fuerza coercitiva se 
alcanza el punto E donde B=0 (pero la magnetización subsiste!). 


Si seguimos aumentando H alcanzaremos un nuevo valor de 
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saturación (punto F) donde B =a Podemos retornar a C, luego de pa~ 


sar por G donde H=-H,>0 , Cerrando la curva en un proceso que recibe 
el nombre de ciclo de histéresis. Este comportamiento del medio se 
debe a la perdurabilidad de la mágnetizáción: 

Calcularemos el área de este ciclo. Supongamos que el solenoi- 
de primario tiene N=nfl espiras y una sección S, y que variamos B, 


y por lo tanto, de modo que se induce una f.e.n. 


dB 
Éin 05 GE 


Luego, para que la corriente que genera la excitación H siga circu- 


lando es necesario aplicar una f.2.m. adicional Ê = zE lo que 


ind” 
implica entregar al i i e s 

implic g primario una energía au -ĉidt= -bia 
en un intervalo de tiempo dt. 


Por lo tanto, aw ="s idt =(n0) sabi 


dt 
donde (lS) es el volumen V de la barra y ni=H es la excitación mag- 


ética, o sea 
néti que HAB = dW/v 


y el área del ciclo completo CDEFGC vale 
Y 


de H = 7 energía entregada por la f.e.m. adicional por unidad 
de volumen, ` 


que es el trabajo por unidad de volumen requerido para magnetizar 
desmagnetizar el material ferromagnético. Esta energía termina disi- 
pándose en forma de calor. Por esta razón en los transformadores y 


otros sistemas donde se trata de disminuir pérdidas y evitar el re- 
calentamiento de los materiales se emplean aleaciones ferromagnéti- 


cas de ciclo estrecho (aceros al silicio, p.ej.). 


ENERGIA MAGNETICA 


Podemos aplicar la relación (3.18) al circuito de la fig. 39, 
donde se muestra una bobina de inductancia L conectada en seria con 


la resistencia R y una £.e.mó » Supondremos que inicialmente la 
llave S está abierta (i=0). 


- 219 - 


Al cerrar la llave S se produce 


una variación en el flujo magnético $ . A 39 
s Poasa t 
concatenado por la bobina (inicialmen= MANN 
te d=0) y aparece una Ea dada por 
di. 
== > .118 
eL L E a ) ¿de 4 l 
Aplicando la ley de Kirchhoff de las 3 
tensiones (3.119)a la ínica malla ve- 
mos que en todo instante : 


Ê sépa eie ber oiL 


Luego, la potencia entregada por la £f.€.ma será 
ai frd 
i¡besti=zo+Rri 
$ é 1 dE + 


y la energía entregada entre t!=0 y ti=t 1 


t t t 
i 2 
a fæ P(t?) 22 fa i5 + efa q 
a d 


0 
cuyo segunáo término es el calor disipado en la resistencia por 
efecto Joule. Luego, el primer término representa la energía mag= 


nética asociada al campo que la corriente i crea al circular por 


la bobina t ] do 
vo =L Jav iĝi -=n aiis gi). (3.128) 
mag at! 
o iio =0 


Ejercicio: verificar que la energía dada por (3.128) está almacena- 
da en el campo B generado en la bobina. Para ello reemplazar la 
Lem. é por un cortocircuito (fig. 39) y comprobar que la energía 
total disipada en un tiempo muy prolongado por la resistencia es 
igual a mag” 

Cuando tenemos varias espiras con Tecos (fig. 14 ) podemos 
calcular la energía magnética de la configuración analizando las 
interacciones entre dos de ellas. Sean A y & dos espiras con co 


> 
rrientes L e I respectivamente, Si desplazamos a A en un de muy 


pequeño, en un intervalo de tiempo dt debemos entregar wna cantidad 
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de energía dada por (3.32): 


Wt Th $a (3.129) 


relación que sólo vale si L =const. El cambio de posiciones rela- 

tivas ocasionado por až implica una variación en el flujo magnético 
I 

Jia generado por y Y da lugar a una f.e.m. él 1 

ner constante la corriente 1, la f.e.m. que alimenta a t deberá en- 


nA 
tregar una energía adicional A dt: 


8 = E Eg), åt = 1, “Qe dt = 1, aĝ}; - (3.130) 

Por otra parte, al variar las posicion=s relativas de éy b, 
también varta ay (el flujo a través de S, debido a 1, ) y la Rem 
que alimenta i debe entregar un idna 


E dd, 
dt = 1, dt = 1,44, 


+. Para mante= 


ag = da 013) 


Pero el teorema de Neumann (3.43) implica que 


I = à 
2 aT h ihia: 
de manera que el balance final de energía en el intervalo de tiempo 


dt nos da una variación neta 
e? e, t ag =+ L ab, 


que resulta de sumar miembro a miembro las (3.129) a (3.131) + 
Entonces, la variación de energía magnética del Parhi en m 


intervalo dt será 


As, = 109 (a) (3.132) 


donde ad= Peina -È inicia representa ahora la variación del flujo 


magnético a través de una de las espiras. A menos de una constante 


arbitraria podemos expresar la energía magnética de interacción como 
tos = = = 1 
m 14 A Ta a z i 4 2,931) 


En el último miembro hemos repartido la energía en dos componentes 


(3.133) 


iguales, aprovechando la simetría demostrada en (3.43), con lo cual 


(+) Notemoa los signos opueatos en las expresiones (3.32) y (3.132); 


en cada caso Al, deseribe una cantidad física diferente. 


= 221 =- 


complementamos la expresión (3.128) válida para la autoinductancia 


ues ae ney z] e 
A a = “2h Ts iL A 5 


Luego, la energía magnética total de un sistema de dos espiras con 


FM, 1 L> 


corrientes En e o será 


A j 
+3L, I Ema 


(3.134) 


donde M= Mo = 


extender inmediatamente a N espiras: 


M A: según vimos en (3.25). Este resultado se puede 


u= 14. =32£25 (3.135) 
m IZZI a A 
DENSIDAD DE ENERGIA EN MEDIOS MAGNETICOS 
Sea una densidad de corrien- 
te verdadera en una región acotada 40 


del espacio ocupada por un medio z S 


j iera, Hi s una 
magnético cualquiera. Haremo: dt asat 
partición de dicha región en tubos 


de corriente cerrađos tales que 
(fig. 40): 
El A Py A z2 e 
isj : = ; = AS 
d¿=3,%,: L- 0; 45,205, 1, 
== =}. S$. 
ipes 


La energía de este sistema se puede calcular considerando cada 


tubo de corriente como una espira cerrada para la cual se verifica 
(3.135),0 sea: 
= 1214, 
g O kfk 
donde el flujo magnético total om a travis de la superficie encerra- 


da por la espira e es, aplicando (A.17): 


$, -f3. es 


St 
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siendo 3 = ỌxÄ el campo total, generado por todas las corrientes 
presentes, o sea Ex 5, +8 


Para un elemento de volumen za del tubo d vale (fig. 40): 


1, i = (3, -43,) a, = (aL as DG E > 87, 5, 


donde T, = const. sobre b » lo que permite escribir: 


U= 1219, = HEGASET- a T ip RT 
E k 


(3.136) 


k 
== |u= 42 ġa, J .X=4ļ]azj.ī 
12 pa, Ea ¿ef j 
Le 15) 
ya que los tubos de corriente e llenan el volumen Y (s). 


Es obvio que en(3.136) j = de pero en el campo E (y enel po- 
tencial 4) participan las contribuciones de todas las fuentes, inclu 
yendo las corrientes microscópicas da dadas por (3.33). 

Para una distribución finita de corrientes podemos transformar 
la expresión (3.136)empleando la identidad (4.8) y el teorema de Am- 
père (3.66): 


Ty 5 s(x H). R= V. (xå) + H.0x2) 


¿[av +1 faris (3.137) 
Vis) Yes) 
donde S es la superficie: que encierra la distribución de corrientes. 


Estas integrales pueden extenderse a todo el espacio ya que la con- 
tribución del exterior de S es nula: 


EL (3.138) 
YE 


El primer término en (3.137) se anula pues 


fama £ lin fs Earn ua ead to 
EN ts, R=: R aR 


de manera análoga a la discusión previa a (1.62). 


fer V.(HxA)|= lim 


YF da 


La expresión (3.136)es útil cuando se conoce i en todo el es- 
pacio. A veces 16 iy tienen singularidades, pero El y E tienen ex- 
presiones sencillas, en cuyo caso conviene e emplear(3.13 137) s la cual 


mak (3.139) 


define una densidad de energía magnética 


po en 
MOVIMIENTO DS CUBRPOS PARA- Y DIAMAGNETICOS EN UN CAMPO NO UNIFORME 
Para medios magnéticos isótropos la expresión (3.139) se puede 


enunciar de varias formas; 


> E z m a 
= pH Ma A Ea zp (3.140) 


Podemos emplear estas relaciones para analizar el movimiento de 
un cuerpo muy pequeño de volumen ÀT en un campo magnético no unifor- 
me 5 (T) . Supondremos que el cuerpo es dia- o peramagnó tico con per- 
meabilidad M, Y que su presencia introduce una modificación despre- 
ciabie en el campo” B total. 

La posición inicial del cuerpo es 
ñ , y la final To . En la fig. 41 los 


campos respectivos son tales que 
FENE B, < Ba a| E(D) 


como lo indican las densidades de líneas 


de campo en ambos puntos (ver 1.56, p.ej) 
La energía magnética en la situa- 
ción inicial, con AT en Fj es 


2 2 


B. B5 1 2 
a A E 
1% eh Peresse 
(verificarlo). Anslogamente, la energía total en la situación final, 
con AT en To, es B2 B2 a 
1 2 rae 
=—5— xx R— pita. 
Us = Pr a AT+ rr 


reste 
Bn ambos casos la tercera integral toma aproximadamente el mismo ves- 
lor, correspondiente a la energía magnética en todo el espacio, exclu- 
yendo los volúmenes A en a y To . 

La variación de la energía potencial como consecuencia del des- 


plazamiento descripto resulta ser 


rad E žaga bie 
svs u- yf [AA PI, 
NA E E donde Le a in 
= 7 BI 2) Aa por 
= s-a fD (3.141) 
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El cuerpo tendará a moversa Sapontánsamente bacia un estado de 
menor energía magnética, o sea que $U<0 (de tal modo que 5$1>0). 
Como AT/ 24>0, debe cumplirse la condición 

2 
$0<0 = X% (mí - B3) <0 A 
Esta condición significa ques 


a) Si Ag>0 ==> Bi¡<B2, es decir que un cuerno paremagnético se 
moverá hacia una región de campo más intenso (como en la fig. 31). 
d) Si 30 ==> B]>Bo2, es decir que un cuerno diamaznético se 


moyerá hacia una región de campo más débil. 


El método de Curie para medir la susceptibilidad Xa se basa en 
la relación (3.141). Si se conoce la variación de B = B(z) 


en una re 
gión, se puede medir 7 


la fuerza sobre un cuerpo sometido a ese campo 
que resulta ser i 


SEA 


ya que [kalı => pap 
La propisdad (b) se cumple para los plasmas (pues ya vimos que 


los iones y los electrones que forman un plasma tienen un comporta. 


miento diamesnético en presencia de un campo 3). Si se genera un 


campo magnético que sea mínimo en una región finita, se habrá logrado 
el confinemiento magnético del plasma. 


CORRIENTE DE DESPLAZAMIENTO 


Maxwell fue el primero en darse cuenta de que la ley de Ampère 
(3.9) y su consecuencia fundamental, el teorema circuital en la form 
(3.39), dejan de valer cuando las fuentes y los campos varían en el `: 
tiempo. Ya vimos en (3,40) que, an el vacio, 


luego de aplicar la ecuación de continvidad (2.8). Esto es cierto pa 


ra condiciones estáticas y falso en el caso más general de 240 
/ o 


Maxwell misma (1865) propuso la corrección requerida. Si agrege- 


mos £ las fuentes del campo magnético un término € » POr el momento 
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desconocido, la (3.66) toma la forma 


de manera que A = > Pa rá 
Vo ji = VO .VxH-V.60=-V.C. 


Por otra parte, la ecuación de continuidad da: V. dy =- A (2.8) 
de donde resulta V.óz 94 Po. 


Ya hemos dicho que el teorema de Gauss en su forma 


Y. D= Pe (1.101) 


sigue valiendo para condiciones variables en el tiempo. 


Luego, 


V. t= A 3V. D=V.5,D 


==> U=23,5+Vx7, 


ES 
donde Z es una función arbitraria que Maxwell eligió nula, por sim- 


plicidado 
En consecuencia, el teoreme de Ampère toma la forma 


(3.142) 


cuyo segundo término, que tiene las dimensiones de una densidad de co- 


rriente, recibió el nombre de corriente de desplazamiento 


¿Y Vz- +i (3.143) 


La proposición de Maxws11, confirmada experimentalmente, de agre- 
zar esta "corriente" fus su contribución más relevante al Electromag- 
netismo. El término agregado implica que un campo magnético no sólo 
está asociado a una corriente, sino que también aparece cuando un cam- 
po eléctrico varía en el tiempo. Para Jy = 0 la situación presente 


una notable simetría con la descripta por la ley de Faraday 


F 38 (3.116) 


que expresa la generación de un campo eléctrico cuando un campo mag- 


nético varía en el tiempo. 
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En condiciones estáticas J = 9,3 =0 


, de modo que el teorema 
de Ampère recobra la forma (3.66). 


Tomando la divergencia de ambos miembros en (3.143) resulta 


Vo (iy + dp) = 0, de modo que las líneas de corriente del vector 


entre paréntesis son cerradas. Esto suele representarse como en el 
condensador de la fig. 42, donde Fb =0y Jy #0 enel cable, mien- 
tras que ij +07 de = 0 entre las placas del condensador, de modo 
que en el dieléctrico las líneas de 
tes a las corrientes de conducción. 
En función de B 


E "cierran" las correspondien- 


el teorema de Ampère (3.39), incluyendo las 
corrientes de magnetización en un medio material, toma la forma: 


Vx E =p Vx Es my) =p. Vx E+ poVx my = poli, + īp) ELEN 


a 


Vaks pati, + Tp + d+ pod, (3.144) 


donde definimos une corriente total 
por (3.143) y Jp definida en (3.58) 


dg Ty + Jp + 3, o con Fa dads 
Para ver cómo se modifica el teorema circuital de Ampère en su 
forma integral, consideremos una curva cerrada £. Aplicando el teo- 


rema de Stokes (A.l7) podemos calcular el flujo a través de S(¢) 
para ambos miembros de la (37142): 


fs. J:F- UE ¿fa >. 


/ Tta (3.145) 


donde de = fE .D esel flujo del vector desplazamiento o 
flujo eléctrico a travéa de la superficie S(É6). La (3.145) es la 
expresión integral del teorema de Ampère para cor rrientes y campos que 
varían en el tiempo. 


Es conveniente estimar el orden de magnitud de la corriente de 


desplazamiento, comparándola con la corriente de conducción pa . Su- 


pondremos que los campoa varían en el tiempo en forma periódica con 
frecuencia angular w: 


E =B, cos (wt +) 
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Luego, En Un medio material con permitividad É y conductividad Y , 
> ña 

la ley de Ohm (2.19) de An 
iy =t | El= 55, [cos tl. 


La corriente de desplazamiento vale dy eo, El = EE¿04 jsenwt| > 


Luego, 
do lol E”Ba Ew ES 
Re F 0] «== amen r (3.146) 
Pa l dr 7 


donde f(t) es una función periódica de frecuencia (0/21 , y el fac- 
tor (amen) depende de las propiedades del medio (q= l/r = resisti- 
vidad). Para un buen conductor, como el cobre: 


= -12 pa? 21018 
qa 1,1 210005 A a 


Es decir que en un buen conductor la corriente de desplazamiento 
es despreciable para campos que varíen con frecuencias que no superen 
los 1017 Hz: 7 
ip! i? amor <10 < 1 


(el hertzlo = Hz = a} es la unidad de la frecuencia Y , definida co- 


mo la inversa del período de oscilación). 

En el vacío, obviamente, T=0 y no puede heber corrientes vsr- 
daederas. En general, en un buen aislante la corriente de desplasamien- 
to es dominante, ya que 


j 
E=10€,; qarn a => E = 500s n e 500p »1 Yr. 
v 


DESCARGA DE UN CONDENSADOR 


DRSCARGA DE UN COPA 


Consideremos el caso de un 
condensador cargado C de pla- 
cas plenas paralelas muy próxi- 


mas, que se unen- 2 través de 
una resistencia R (fig. 42)» 
Es fácil demostrar (ver 
Cap. IV) que la corriente de 
descarga varía en el tiempo como 
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donde Q es la carga del condensador en t=0. 

Sean dos circunferencias (fig. 42); 6, de radio T] > lejos 
del condensador, normal al cable y enrollada altededor de éste; y é, 
de radio T similar a la anterior, ubicada entre las placas de C. 
Para simplificar supondremos que las placas aon muy extensas y circu- 
lares, de radio a , y que el cable pasa por su centro, de modo que 
con buena aproximación las circunferencias serán curvas de Anpére en 


el sentido definido después de (3.38). Por lo tanto, (3.145) da 


$ an 100) => m e 
2 mr 


' 
ya que PAER: lejos del sondensador. El campo es igual al generado 


por un hilo indefinido, ye que la corriente Ib es despreciable. 
En cambio, para b, entre las placas 


> => d 
droE=2nr,H= ón 
$ 2 


YE 

Si tomamos rz»a resulta Pe ws fE oD xolt) = carga 
del condensador. Para verlo basta con aplicar el teorema de Geuss 
(1.8) a un ciláíndro que comprenda a S (Én) y se cierre dentro del 


metal de la placa positivas el único flujo no nulo, a través de s(£ J 
å , 
es igual a la carga encerrada. $ 
Como vimos en (2,9) dq/át=i (+) lo = + % aw 


CZW TY] dt 2mry ? 
con lo cual la corriente de desplazamiento entre las placas del con- 
densador darfa el mismo campo magnético que la corriente verdadera en 


el cable. Ello sólo es cierto cuando T2>8, ya que en el caso gene- 
ral de ro<a resulta 


Ea 2 
f = C3 Q(t) < Q (4) (pverificarlol) 


porque la corriente de desplazamiento está repartida en una región 
muy extensa (de área seguramente mayor que ma), en comparación 
con la corriente i(t) concentrada en el conductor. La situación 
satá ssqueratizada en el interior del circuito de la fíg. 42, 
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ECUACIONES DE MAXWBLL 

Con los resultados recién discutidos se completa un sistema de 
ecuaciones vectoriales que revela una cierta simetría esencial entre 
los fenómenos eléctricos y magnéticos. Esta simetría fue magnifica- 
mente presentada por Maxwell, quien construyó el sistema: 


V. D = fe (teorema de Gauss o ec. de Poisson, 1.101) 

Yy.B=0 (teorema de Gauss o conservación del flujo 
magnético, 3.28) 

yxĒ-=- 2 B (ley de Faraday-Lenz, 3.116) 

Y x E (feorema de Ampire-Maxwell, 3.142) 


Este sistema, conocido como ecuaciones de Maxwell, constituye 
la base de toda la teoría electromagnética. Les $ ecuaciones diferen- 
ciales en derivadas parciales involucran las 12 componentes de los 
Campos E, F, 3 y E, y las 4 componentes de las densidades li- 
bres fis T que pueden interpretarse como las fuentes de los campos. 
Al sistema suelen agregarse las llamadas rela nes constituti- 
yas, que dependen de las propiedades del medio donde actúan los canm- 


pos. Para medios isótropos estas relaciones son: 


D=¿E= E (1+ L) E (1:103) 
B= pH= plt Xp) É (3.74) 
T=5rÉ (Ley de Ohm, 2.19), 


La fuerza de Lorentz, que define el significado físico de los 
campos E, 5 por su efecto sobre una carga de prueba q con velo- 
cided Y es: 

F=q (E+Yx5) (3.3) 

Pinalmente, el número de ecuaciones y la resolución se simplifi- 
can sustancialmente cuendo se emplean los potenciales escalar V y 
vectorial E; tales que 

E=-Vxk (3.27) 


w) 
a 


-Vy -4i > (3.117) 
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Para definir los potenciales hemos empleado dos propiedades que 
valen en forma independiente de las fuentes: la conservación del flu- 
jo magnético (3,28) y la ley de Faraday (3.116). Las otrae dos rela- 
ciones (1.101) y (3.142) involucran explícitamente a las fuentes RF 
i» Vamos a reescribirlas en función de los potenciales Supondo, 
para simplificar, gue todas las interacciones tiənen lugar en el va- 
cío o en un medio muy tenue (como el aire) con ESE, y akid a 

La ecuación de Poisson es Ñ 1 

J.E = P (1.15) 
y el teorema de Ampère-Maxwell con D= EE y B= poH toma la forma: 
VxB=pVxH= (j, + 245) = pa, + Ep, q E (3.147) 


Heemplazando los potenciales resultan las equivalentes de las 
ecuaciones de Maxwell (1.15) y (3.142): 


- En (1.15): -V.E =V.(YVV+ 3) -7v4 a, (V.D) =p Ga 


- Aplicando la identidad (A.10) en (3.147): 


xB = Va(VxI)=Y (V. 8)-V K= pipt Epp -VY- 345) = 


tt 
27. 27 z = 
= VIA- Epe VIVO + ipod Y) = — Pod, (3-149) 
En condiciones estáticas (3,5 0) el potencial vectorial vale 
K) = «fer: SA (3.51) 
y E-ri 


Aplicando el teorema de la divergencia (A.12) resulta: 


donde S('Y) encierra a todas las fuentes, de modo que sobre esa super- 
ficie da = 0. En consecuencias 


YVo-4=0 (3.150) 


La condición (3.150) define la llamada normz de Coulomb sobre 
el potencial, condición válida pera configuraciones estáticas. En este 
caso las (3.148) y (3.149) se convierten en: 


2 -1 (A AA 
VEV==2P | (01.52 y | VČE -K7 (3.151) 


o 
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ya conocidas, donde los potenciales Y y E aparecen separados alge- 
breicamente (uno solo en cada ecuación). 

Para el caso general de condiciones que varían en el tiempo, Lo- 
rentz halló una condición que permite reemplazar las ecuaciones (3.143) 
y (3.149) por otras donde los potenciales aparecen separados» Sabemos 
que V(F,t) está definido a menos ae una constante, y A(F,t) lo está 
a menos del gradiente de un campo escalar (ver ecs. 33 y 34, Análisis 
Vectorial). Siempre podemos elegir la constante en V y el escalar va- 
riable en X de manera que se anule el paréntesis en (3,149), es decir 
que se verifique 
l Deir Eu a 0 | (3.152) 


, 
H 2i 2 
TÍ tapada Y e | (3.153) 


Entonces 


(3.148) ==> 


(149) => | VE -E pod ES - pad (3.159) 


La condición (3.152) define la norma de Lorentz sobre los poten- 
ciales, oue permite simplificar el sistema de ecuaciones de Maxwell, 
llevándolo a una forma analítica tratable. Obviamente, la norma de Cou- 
lomb (3.150) es un caso particuler de la de Lorentz para condiciones 


independientes del tiempo. 
Si definimos una constante c tal que 


c= cep? (3.155) 
y un operador o, llamado delembertiano: 
22 ya (3.156) 


las ecuaciones (3.153) y (3.154) toman la forma: 

m 

i m2 -1 o m2r > 

| G v= =p ; DIA = -poly | (3.157) 
Se ve aue la norma de Lorentz permite escribir las ecuaciones 


de Maxwell en forma similar, ya see para condiciones estáticas o depen 
dientes del tiempo, reemplazendo en el último ceso el operedor lapla- 


ciano por el dalembertiano» 


PROPAGACION VB ONVA> BLECTHOMAGNETICAS EN EL VACIO 


Como aplicación de las ecuaciones de Maxwell analizaremos su 


forma en una región libre de cargas y de corrientes: 
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D= 4 E; B= pi. 
de Maxwell toman la forma: 
V.E=0 (3.158) V.E=0 
VxB=-2,5 (3.160) l 


Tomando el rot 
or de 
tenemos; la (3 


donde (3.161) => EN (Vx Š) =€ F 322 E 
o Pe 


y aplicando (3.158) resulta: 


25 > 
ES Fem o | 


Repitiendo las mismas o 
aplicando (3.159) y (3.160) 


tado análogo (verificarlo): 


2> 
E 27 
VB AE 


(3.162) 


Peraciones para la ecuación (3.161) y 


en el ord i 
l orden anterior obtenemos el resul. 


itt 


0 5=0 


(3.163) 


Obaervemos 
que en el vacio y si xy 
(3.157) toman la misma Formas y sin fuentes e = Í,=0), las 


arei Taon 


Vemos que todas las com 


Ñ ponentes 3 SS dd 
como los potenciales y E Sadoi = zan campos E y E, asf 
condición: 
2 
G= 9? -2 
Vibe ale ni f 
(3.164) 


6 (7,t) =0(£ 


«P-ect 
Estes son funciones que toman un mi ) (3.165) 
cione E mismo val 
a de F,t que verifican la odie Or para todas las combina. 
ción > 


£F £ 
-2 Š 
tas k.T,= const, 


Ge 


OS 
siendo k un versor fijo: Es decir que si la función G toma el va- 
lor Ga en el punto To en t=0, en un instante t posterior di- 


cho valor de G aparece en la posición F= r +cft, 
o sea que ese valor de la función se propaga con velocidad 
(F= F) 
Yv a K. ——— = € =const. 

t 
Las funciones de la forma descripta definen 

A 
la dirección y sentido definidos por k con una velocidad de magni- 


ondaa que viajan en 


tud dada por 


= (por? (3.155) 


e 
que es (experimentalmente) idéntica a la velocidad de la luz en al 


vacío. Más generalmente, c as la velocidad de propagación de las 


ondas elsctromsgnéticas en el vacio. 


El valor medido de c es constante e isótropos 


e = 2,99792458 x 10 aire 3210 no? 


Como ya hemos visto, la relación (3.155) permite definir o arbitra- 


riamente (p.= 4 x 107 pera dar automáticamente el valor de E= Me 


Demostrar, por derivación directa, que boda función de la 


Ejercicio: 
forma (3.165) satisface la ecuación (3.164). 
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CAPITULO 1Y 
TAANSITCRIOS 


A) ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ¿FICIERTES CONSTANTES 


DEFINICION Y EXISTENCIA DE SOLUCIONES 


Las ecuaciones diferenciales son aquéllas en las cuales las in- 
cógnitas son funciones de una o de varias variables, en las que apa- 
recen estas funciones y sus derivadas. Si las incógnitas dependen de 


varias variables se trata de ecuaciones en derivadas parciales. Si 


dependen de una sola variable independiente, tenemos ecuaciones dife- 
renciales ordinarias. 

ën numerosas aplicaciones a la Física la variable independiente 
suele ser el tiempo, por lo cual en lo que sigue la designaremos con 
una letra t. Sin embargo, existe una multitud de problemas que tie- 
nen sus duales en otros modelos físicos, es decir problemas que se 
reducen a un mismo sistema de ecuaciones, de modo que varios de los 
ejemplos que plantearemos nos darán el método de resolución común a 
diversos problemas de la Física. 

Un sistema de ecuaciones se denomina lineal cuando en cada tér- 
mino úe cada ecuación aparece una sola función incógnita o una única 
derivada de cualouier orden de alguna incógnita. Así, el sistema de 


ecuaciones diferenciales lineáles ordinarias más general posible se 
puede escribir en la forma 


m k 
Z dx 
> ai jelt) — ~ filt)=0 (i=1,2...n) (4.1) 


donde x(t) e.e z(t) son las incógnitas, ijp Son los coeficien- 


tes y file) son los términos independientes (los que no contienen 
a las incógnitas, aunaue pueden depender de t). Observemos que en el 
sistema (4.1) hay un total de n ecuaciones con n incógnitas: j in- 
dica el número de incógnita, i define el número de ecuación y xk, el 
orden de la derivada de un término dado. 

Cuando todos los términos independientes son nulos, les ecuacio= 
nes se dicen homogéneas. À todo sistema lineal inhomogéneo (como el 


4.1 con fi + 0) le corresponde un sistema lineal homogéneo de la 
forma 


aan ay, l 
Z È sgh e =0 (1=1,2...1m) (4.2) 
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Las ecuaciones homogéneas y sus soluciones juegan un papel fun- 
lución de los sistemas inhomogéneos, como veremos. 


damental en la res 

En lo que sigue nos habremos de ocupar solamente de aquellas 
ecuaciones diferenciales en las cualea los coeficientes 84 yy son 
constantes. Este tipo de ecuaciones nos permite describir el compor- 
ae los circuitos eléctricos que se pueden construir con ele~ 
mentos lineales de dos terminales (resistencias, inductancias y con- 
densadores). q 

Una solución de un sistema de ecuaciones diferenciales es un 
conjunto de funciones cuya sustitución en el sistema las convierte en 
identidades. Para las ecuaciones que nos interesan aquí hay un teore= 
ma del Análisis que garantiza la existancia y unicidad de soluciones 
continuas de estos sistemas de ecuaciones, bajo condiciones pea vanke 
amplias» Aquí no nos ádetendremos en la enunciación Precisa ni mucho 
wenos en la demostración del teorema de existencia y unicidad de las 
soluciones. Para quien esté interesado en el tema recomendamos el tex 
to Ordinary Differentiel Equations, de L.S.Pontryagin (4daison-Mes= 
ley, Reading, 1962), especialmente adecuado para estudiantes de Físi- 


e Ingeniería. Sin embargo debemos definir las condiciones necesa- 
ca . 

rias para aue el problema esté bien planteado. Para ello hace falta 
conocer las llamadas condiciones iniciales. 


SOLUCIONES PA3TICUDAS Y CONDICIONS INICIALES 


Para fijar ideas nos ocuparemos por ahora de una sola ecuación 


diferencial lineal 


k n ss 
Lo ax Eo a, ČZ = alt) (4,3) 
en una sola incógnita x(t) El ordan de la ecuación es el orden de 
la derivade más elevada de la incógnita oue figura en el primer miem- 
bros n en este caso. Los coeficientes ay son constantes, La derivada 
de orden cero es la misma función x(t). 

Esta ecuación diferencial es souivalente a un sistema de ecua- 
ciones diferenciales úe la forma (verificarlo): 


gar day o 
4S ali) 37 ES CAE 


jo ose... 


PIO = Gi: — (4.4) 


nm-t * 
de modo que 2 Ay Xp 104) + 2 dx, /dt = ft). 
k=0 


Es decir oue la ecuación (4.3) equivale al sistema de primer orden: 


dx dx å: 
1 A eO o 
<=. as EE enano is 
(4.5) 
Ra 
axa 


Bjercicio: Verificar la equivalencia enunciada. 


Como vemos, una ecuación de orden n equivale a un sistema de 
n ecuaciones de primer orden en las cuales la única derivada primera 
que aparece se puede despejar como en (4.5). Las ecuaciones así ex- 
presedes constituyen lo oue se denomina un sistema normal. La mayoría 


de los métodos numéricos que empleamos para resolver ecuaciones del 
tipo (4.3) comienzan por reducirlas a la forms normal. 

Dada esta equivalencia, nos basta con enslizar las propiedades 
de estos sistemas, para los cuales no es difícil enunciar el teorema 
de existencia y unicidad de las soluciones. 

El sistema (4.5), o cualquier otro semejante, se puede expresar 
en forma vectorial definiendo un vector X(t) aue tenga por componen 
tes a las funciones z(t) definidas en (4.4) y un vector G(è) cuyas 
componentes sean los segundos miembros del sistema de ecuaciones (4.5 
con lo cual tenemos > 

LT, (4.6) 
dt 
con Gi = xi e r etc. 


Dar valores 


niciales al problema significa afirmar cue en un 
instante t, (es decir para un valor t, de la variable independien- 
te) la solución X toma el valor xo s Q sea 


Eta) = X= (199 299 te Tho) (4.7) 


donde las componentes de EA son constantes. Las condiciones inicia- 
les (4.7) significan aue x} calculada (o medida) en tọ toma el 


A A aiii 


Dr 
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valor Xiy1 žo Vale allí xo,» eto. 

También es posible dar condiciones iniciales especificando los 
valores de algunas de las componentes de Y (o de sus derivadas) en 
distintos puntos (instantes o valores de t), Sin embargo, los métodos 
de resolución son similares en todos los casos y nos basta con enun- 
ciar las propiedades fundamentales pare el caso definido por las con- 
diciones (4,7).' 

Supondremos oue todas las funciones gue aparecen explícitamente 
en las ecuaciones diferencialas tienen derivades primeras continuas, 
lo cual es un requisito habitual en la Pisica del continuo: 

El teorema de existencia y unicidad establace oue existe una s30- 
lución única X(t) del sistema de ecuaciones (4.6) que verifica idén- 
ticamente las condiciones (4.7) cuando las funciones Gt ¿$ y 
todas sus derivedas parciales son continuas en un cierto dominio del 
espacio de las variables (4; Xlr Xor ree Xa) e 

Por la equivalencia ya demostrada resulta que, dentro de condi- 
ciones de continuidad semejantes, existe una Única solución de la 
ecuación diferencial (4.3) siempre que se disponga de un número de 
condiciones iniciales suficientes del tipo (4.7). 

La reducción a la forma normal según el procedimiento descripto 
para la ecuación (4.7) nos permitirá en cade caso decidir si el núme- 
.ro de condiciones iniciales es suficiente. En los problemas más sen- 
cillos podemos seguir un criterio práctico para el caso de una sola 
ecuación: A 
Bl número de condiciones iniciales independientes y_compe- 


+tibles debe ser igual al orden de la ecuación diferencialo 

Por ejemplo, en un circuito con tres corrientes i , ios dy no 
son independientes las condiciones iniciales: 

ent=0: 1¿+1,=05; 1+13=05 i)-i3=0 , 
pues la tercera se obtiens restando las dos primeras entre sí. 

En general, si no se hen planteado condiciones iniciales en nú- 
mero suficiente, la ecuación diferencial puede tener infinitas solu- 
ciones, las cuales contendrán coeficientes indeterminados, €s decir 


constantes cuyos Valores se determinan empleando las condiciones ini- 
ciales, las que nos psrmiten seleccionar la solución única de entre 
ese conjunto infinito de soluciones posibles. 

Ea posible que un problama admita distintas soluciones que ton- 
gan intervalos (dominios) de definición distintos, pero si las 
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condiciones iniciales para estas soluciones formalmente distintas son 
idénticas, entonces las soluciones deben coincidir en le intersección 
de sus dominios de definición, como consecuencia de la unicidad. 

Como ya hemos dicho, las soluciones de las ecusciones homogéneas 
juegan un papel fundamental en la resolución de las inhomogéneas. De- 
finiremos como solución particular de una ecuación diferencial inho- 
mogénea a cualquier función que la verifigue idénticame 


nte, aun cuen- 
do no cumpła las condiciones iniciales. Por ejemplo, la función 

2 ZP a lag condiciones iniciales 

x = b/c = const. es una solución particular de la ecuación 


a dx/åt + bx =c, 


como vemos inmediatamente por sustitución directa. Pero es posible 
que las condiciones iniciales sean incompatibles con dicha función, 
como sucede si se tiene que satisfacer la condición x(t,) = 0, que 
sólo es compatible Pera b=0,c+0., Para construir una solución ve= 
remos que hace falta resolyer primero la ecuación homogénea que se 
obtiene anulendo el término independiente de la ecuación inhomogénea 
que nos proponemos resolver. 


PROPIEDADES GENERALES DE LAS SOLUCIONES 
AA A DE LAS SOLUCIONES 


Todas las propiedades que discutiremos a continuación valen para 
sistemas de ecuaciones del tipo descripto en (4.1): ordinarias, line- 
ales, inhomogéneas, aun bara coeficientes variables. Para fijar ideas 
vamos a iniciar el estudio de las soluciones de una ecuación como la 
(4,3) de orden n a coeficientes constantes. 

Esta ecuación se puede escribir en forma simplificada si defini- 
mos el siguiente operador linesl P: 


Z x n 
En dex dx à x 
Fit) = a = a ta —+ aso +A (4.8) 
B] adi o Ta R ata 
con lo cual la ecuación (4.3) toma la forma 
F(x] = f(t) (4.9) 
cuya ecuación homogénea Serrespondisnte es 
Fíyl=0. (4.10) 


1) Sean x(t) e y(t) dos soluciones cualesquiera de la ecuación 
homogénea (4,10). Entonces, si 1 Y €, son dos constantes complejas 
erbitrarias, veremos que la combinación lineal Cz + Cay también es 
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tos 
olución de dicha ecuación homogénea. En efecto 
El 
J=0+0=0, 
P [o x+ cz y) = 4 Fi) + e, Fly 


puesto que el ope or es lineal, por serlo todas las opt ciones que 
t 1 dor 1: Ll, por lo todas las opera q 
pera 


UNE. constantes 
roductos por aida 
: ka +4) dos soluciones cualesquiera de la 


y derivadas. 
contiene: 


PE i una S0- 
EA SETA (4.9). Entonces la diferencia entre ellas es 
ción inhomog 9). 5 
lución de la homogénea (4.10). En efectos E 
P [x-y]=YF [x1- P (y1=1(4) -£(4) = 0. 


Sea x(t) una solución de la ecuación inhomogénea (es decir 
(t) i E! (es 
) 


i lauiera de la homo- 
i +) una solución cuela 
r AE solución de la inhomogénea (4.9). 


TII 
una solución p: 


a es 
génea. Entonces la suma de ambas 


iS F(x+y)= F (x]+ Fiíy1= flt)+0 = fit) 


i de la ecuación 
ropiedad muy útil para hallar soluciones 
Esta es una p: 


inhomogénea.+ 
IV) Supongam: a 
(4.9) se puede descomponer en la suma de otros 


Elt) = c) fylt) + cp folt) s 


os que e rmino independiente e ecuación 
1 +4 ino indepen te fòt) a eo 6: 
sg que £ S d a: t) de 1 


forma 


onde cy y “y $0 constante omple . Sea e y(t) solucio- 
dond: n tantes complejas. Sean x(4) (t 
Fa = 1 (0); Py) = Talt); 


i es solu- 
i ente. Entonces la combinación lineal o x+ c37 
respectivan . j 
ción de la ecuación (4.9). Bn efecto NS 
S f. + cfg = 
= F[x] + c, F[y} c fi 
x+e,y]= % 2 ca 
r = i 4 resolver ecuaciones cuyos términos inas 
mbinaciones lineales de funcio- 


ulares e hiperbó- 


Esta propiedad nos permitir: 

E den descomponer en Co ral 
ciones ci 

ede con las fun: J E 
peras os polinomios (en poten 


pendientes se pue 
imples 

nes más simples, pi 

licas (se descomponen en exponenciales), 


cias), etc- 


ES DE LA EXPONENCIAL 
Por su simplicidad, adoptaremos la notación operacional simvóli- 
ca para la resolucl: e s ecueci: s que nos interesan. Designare- 
l lución å ones que nos 
n la. ue 
mos la derivada de x(t) con respecto a t mediante la expresión 


HETODO OPERACIONAL.. PROPIEDAD 
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prz = dx/d% , o ses que px = Ej art , etc. (4.11) 
Empleando esta práctica notación, el operador que hemos asocia- 


do a les ecuaciones diferenciales (4.9) y (4.10) toma la forma 


R k n > 
2 dx a k ; 
0-2 asp, 3 (4.12) 
k=0 dt ka 


aue equivale a definir un polinomio operacional 


z 
= Xx 2 n 

P(p) 2 ao = 2,*8,P+a,p +o..+a po. (4.13) 

zmpleando F(p) la ecuación (4.9) se escribe como 


Pla) x= flt). (4.14) 


He aquí algunas de las propiedades más evidentes de estos opera- 
dores. Seen Gíp) y H(p) dos operadores diferenciales lineales, x(t) 


e y(t) dos funciones arbitrarias. Entonces es fácil ver ques 
i) 0(p) (x+y) = G(p) x+ G(p) y 
ii) [6(9)+H(3) x = u(p)x+ Hlp) y 


iii) o(p) (H(p) y]=[e(p) äip)] y 


y At 
La función e (donde A es una constante compleja) cumple un 


papel esencial en la resolución de estas ecuaciones, 


debido a que es 
la autofunción del operador po En efecto: 


42 autotunción del on 
At aa àt 

pe = ae™/dt=) et, 

Observamos aue À es el autovalor correspondiente a esta autofunción. 

Como sabemos, 


una vez halladas las autofunciones y autovalores 
de un problema analítico, la resolución del mismo suele reducirse a 
un sencillo problema algebraico, 


Como el operador p es lineal, cada vez oue lo aplicamos a ° 
el resultado es el mismo que se obtiene multiplicando una vez por el 
autovalor A , de manera que 


pet plre ay ets Aet a 


y, en generals 
k At k _At 
pea Ae (4.15) 
Por lo tanto, si aplicamos el operador F(p) definido sn (4.13) 
2 la autofunción e`? » resulta 


a 


n 
at k Mt 
P(p)e = 2 ape 2) 
Po 


ksa 


(4.16) 
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a áscir que la autofunoión resulta multiplicada por un polinomio an 
a constante À cuyos coeficientes son los mismos del operador P(p), 
nuevo polinomio lo indicamos como PÍA) . 


ECUACION LINEAL HOMOGENEA. RAICES SIMPLES DEL POLINOMIO CAHACTERISTICO 
zzz A AA FL ICO 


La ecuación homogínea (4.10) tiene a la autofunción e * como go- 
lución: 
x 
P(p) e°? a eè? PO) = 0 ; (4.17) 


aclamenta cuando A as una raíz del polinomio P(A) p ea decir cuando 
A verifica ldónticamente la ecuación algebraica 


FO) = ay +A +8, ear O $ (4.18) 


Cuando esto sucede la mutofunción a? es una solución de la (4.10). 
La ecuación algebraica (4.18) se denomina scuación caracteristica o 
auxiliar correspondiente a las ecuaciones (4.9) y (4.10). P(A) es el 


polinomio característico correspondiente al operador F(p), y cada 
2t 
ed 


una de las autofunciones que se construyen a partir de las raf- 
ces Ay de la ecuación (4.18) se llama solución fundamental de la 
ecuación diferencial homogénea. 

El número ds soluciones fundamentales está claramente determina- 
do por el orden del operador F(p), ya que éste coincide obviamente 
con el grado n del polinomio característico P(A). El teorema funda- 
mental del álgebra establece que un polinomio de grado n tisne exac- 
tamente n raíces complejas (sí algunas de ellas no son realas; a cas 
da una de éstas le corresponde su compleja conjugada, que también es 
raíz). Algunas raícea pueden aparecer repetidas y se denominan múlti- 
ples (las restantes se llaman simples). El múmero de veces que apare- 
ce una raíz en el desarrollo (productoria) del polinomio es la malti- 
plicidad de esa raíz. 


Recordando la propiedad (1) de las soluciones, notamos que cual- 
guier combinación lineal de soluciones fundementeles debe ser solución 


de la ecuación lineal homogénea (4,10). Es decir que si Cy seee Cy 
son constantas complejas cualesquiera, entonces 
mt 1 Nt 
ee” + cze 2 t osso + Cy ? 


con Aj, +.» A, raíces de (4.18), es solución de (4.10). 
Veamos un sjemple sencillo de lo expuesto, La ecuación de segune 
do orden 
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Plx]= p xrpx-6x=0, (4.19) 


cuyo polinomio característico X+d-6=0 tiene las raíces A,= - 3 
A = 2. Por lo tanto, cualquier combinación lineal de la forma 


x(t) = 0 en, cpe es solución de la ecuación (4.19). Si sabe- 


mos, por ejemplo, aue en t=0 se verifica ` ix 
x(0)=0: Gpo = 1; 


podemos calcular los dos coeficientes cC) Y + En efecto (verifi- 


carlo): 


Como vemos, la resolución de una ecuación diferencial homogénea 
cuyas raices son simples se reduce a un simple problema algebraicos * 

i) La resolución de la ecuación algebraica característica que 
provee los coeficientes de t en los exponentes de las autofunciones» 

ii) La obtención de los coeficientes (indeterminados a priori) 
que participan en la combinación lineal de autofunciones, lo que se 
logra reemplazando en las condiciones iniciales y resolviendo el sis- 
tema de ecuaciones algebraicas lineales que resulta. 

En la práctica conviene siempre agregar un tercer paso: la veri- 
ficación de la solución "mediante la sustitución directa de la mismas 

a) on la ecuación diferencial; 4 

b) en las condiciones iniciales. 


CASO DE RAICES MULTIPLES 
Sea la ecuación diferencial homogénea 
Ptud= (p + 2p d+ 2p2+2p+1) ult) = 0, (4,20) 
cuyo polinomio característico se puede factorear como 
POA) = (X+ 22 +1) (X+1)=0 >. 
Es fácil ver que las raíces de la ecuación característica son: 


AR 35 As -55 A,= A=-15 
donde llamamos (cuando no haya confusión posible con la densidad de 


corriente?) j ala unidad imagineriga, para distinguirla de las 
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corrientes y de los subíndices, de modo que j = No ES 


Dos de las raíces son complejas conjugadas A, =Ñ) y la restan- 
te ss doble (A=2,; multiplicidad = 2). En apariencia, las únicas s0- 
luciones fundamentales serían elt E end ; et. sin embargo, veremos 
que éstas no permiten expresar todes les soluciones posibles cuando 
tenemos raíces dobles del polinomio característico. Para ello emple- 
aremos un sencillo razonamiento que permite obtener las soluciones 
fundamentales que faltan. 

Toda combinación lineal de las autofunciones de (4.20) debe ser 
solución de la ecueción. En particular, deberá serlo la siguiente: 

Ai 


M4) = E , cuyo límite para A > As se obtiene aplicando 
a7 A 


el teorema de L'Hospital (ya que en esa límite 
el numerador y el denominador se anulan): 


AE At 
lim Č- lin Vet, 
Kray am 8/aàa (a Aa) Aaa 1 


(en todo el cálculo As permanece constante}. 

La combinación Y así obtenida es una nueva solución de (4.20), 
de modo que el conjunto de solucionea fundamentales es: 

EL 04] A A aa tet, 
y según (1) toda combinación lineal de éstas será solución de (4.20), 
o sea que la solución general de esta ecuación deberá ser de la forma 


e 


jt -į a 
ult) = e, el + eze it, (c3 + c4t) E 


Para determinar loe cuatro coeficientes Ck serán necesarias cua- 
tro condiciones iniciales, las que darán lugar a cuatro ecuaciones al- 
gebraicas lineales, de cuya compatibilidad e independencia dependerá 
la posibilidad de obtener la solución única de la ecuación (4.20). 


(4.21) 


Ejercicio: Demostrar, por sustitución directa en (4.20), que la fun- 
ción u(t) recién obtenida es solución de la ecuación. 


Este resultado se puede generalizar pera cualquier multiplicidad, 
y expresarse en una forma que abarque como caso particular al de las 


raíces simplea de la sección anterior (multiplicidad uno). A ello se 
refiere el siguiente 


Teorema) Sea la ecuación diferencial homogénea a coeficientea conatan- 


tes P(p)ult) = 0, de orden n. Sean Mao .».A, todas las 
raíces distintas del polinomio F(A), o sea que m Zn. Ses E, la 
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multiplicidad de la raíz A, , de modo oue k+ kp+* setka 


Entonces existe un sistema de soluciones fundamentales: 


e` , ugt edt possnooseo U = 41 


u ce, uy stert, sonooos ll a nl et (4.22) 
n pe 


Y c1,Anb 


asucssocecoseoaveoooeocesossooveoeso a, =4 moen 


kek 


y la solución de le ecuación diferencial planteada es la combinación 
lineal de esas n soluciones fundamentales: 
n 

u(t) = Z Ciuj = CU +C7Uy+ eret Cug? (4.23) 
cuyos coeficientes están definidos univocamente por las condiciones 
iniciales del problema. 

Detengámonos un instante a analizar la construcción del sistema 
(4.22). Una vez resuelta la ecuación característica F(A) = 0 hemos 
obtenido m raíces distintas, cada una con su multiplicidad. Entonces 
construimos, para ceda una, las soluciones (p.ej. para Ash: 


Pat, da, y A, (4.24) 


donde ki es la multiplicidad correspondiente, aue coincide con el nú- 
mero de soluciones fundamentales asociadas a esta raíz. Bato es nece- 
sario para oue el número de soluciones fundamentales distintas coin- 
cida con el oráen de la ecuación diferencial, cue ea igual al de con- 
diciones iniciales y 21 número de coeficientes indeterminzdos. 

Veamos un ejemplo más complicado (que difícilmente se nos presen- 
te en la práctica). Sea la ecuación P(p) u(t) = 0, donde 


F(p) = (9-1)? (p+ 2)? (p+ 2), es un polinomio operacional de 
noveno orden. Las raíces distintas del polinomio característico son 


zal; A=s-25 àa- iV  (m=3) 
y el sistema de n= 9 soluciones fundamentales es 


Eras E -= t, Zet Ys E Di e 
uze zute zajst a ust e igat e 3 
ugt; uy tt; ua su Gt, 
Luego, la solución general es 
> 2 3 4y,t -2t Wt -Wt 
ult) = (ejtette t teat regt Je + (og+et) a7 T+egs + eya > 


ETT 


áqul observamos que toúa solución de una ecuación lineal homogé- 
nes se puede escribir en la forma m 
-2 xt 
ult) = Z Pes (4,25) 
isi 


donde 24(8) es un polinomio de grado menor o igual a (£,-1), sien- 
do kj la multiplicidad de la raíz As + El grado de cada polinomio 
puede ser menor que k¡-1 cuando las condiciones iniciales hacen que 
se anule el coeficiente correspondiente. 

El resultado (4.25) se puede resumir en la siguiente receta prác- 
ticas uns vez conocidas las raíces de una ecuación diferencial homo- ` 
génea, con sus respectivas mltiplicidades, la solución será la suma 
de productos de polinomio por exponenciales, combinados en la forma 
(4.25). Los coeficientes en estos polinomios se obtendrán a partir de 
las condiciones iniciales del problema. 

Una combinación de exponencisles y polinomios del tipo (4.25) sa 
denomina cuasipolinomio. Bs decir que toda solución general de waa 
ecuación diferencial homogénee es un cuasivolinomio. 


ECUACION LINEAL INHOMOGENBA 


Pasemos ahora a resolver uns ecuación como la (4.9), cuyo término 
independiente no es idénticamenta nulo. No analizaremos todos los cae 
sos posibles de términos independientes, sino sdlo aquéllos que tienen 
la forma especial de un cuasipolinomio. Es decir que nos Ocuparsmos 
de ecuaciones de la forma r 
Palt) = 1(8)= Z astsrerÉ (4.26) 


donde los a(t) son polinomios đe grado a Y los ps aon constantes 
complejas. 

En las secciones anteriores hemos visto cómo se obtiene la Bolu- 
ción general de la ecuación homogénea correspondiente Plp) u(t)=0. 
Ahora usaremos los resultados obtenidos y las propiedades generales 
(1) a (IV). De acuerdo con dichos resultados sabemos cue si utt) 
es una solución de la ecuación homogénea y aft) ea une solución 
particular de la inhomogénea, entonces 


u(t) = wlt) + u(t) (4.27) 


es solución de la ecuación imhomogénsa (4.26). 
Por otra parte, la propiedad (1V) nos permite afirmar que para 
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i i término independiente 
hallar una solución particular u(t) con un t P 


de la forma de (4.26) nos basta con saber cómo resolver una ecuación 
` 


del tipo : 

F(p) u = Q(t) ent (4.28) 
donde olt) es un polinomio de grado q y p °S una constante. 
Hay que distinguir, sin embargo, dos casos importantes! 
a) Que p sea raíz de P(A) = 0 con multiplicidad Ke 
b) Que p no Sta raíz de esa ecuación característica. 

podemos verificar por sustitución directa oue: 
— En el caso (a) la solución particular de (4,28) es una función de 
la forma 
a(t) = a) et? (4.29) 
P 
donde R(t) es un polinomio de grado q (el miano grado de Q). 


- En el ceso (b) es x=0 y le solución particular de (4.28) tiene la 


forma 
ut) = em) et? (4.30) 


donde nuevamente H(t) es un polinomio de gralo qe Es obvio que 
(4.30) es un caso particular trivial de (4.29). 


Para fijar ideas veremos un par de ejemplos del tipo de los que 


se nos presentan en la práctica. Hallaremos una solución particular 
de la ecuación diferencial 
PFly]= (p+ w?) = atÍrotiro = alt) (4.31) 


ES li- 
que es de la forma (4.28) con p=0 y 9 2. Las raíces del poll 
son A=2*,= ju 0, de modo que 


nomio característico (X +w) ; 
Luego, uma solución particular de 


nos encontramos en el caso (0). 
(4.31) es 5 
n) = c}t"+ cott y» 


cuyos coeficientes Se calculan por simple sustitución en (4.31): 


2 2 NA: de 
P [yg = 20 w (e, t +071+ ca) =ató+bt+c 


Igualando los coeficientes de las mismas potencias de t en ambos 


miembros resultas 


2 
de donde: e =2w i; So 


Luego, la solución particular buscada 8s 
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y, (4) =w 2 tati+btr ceban js 


He aquí un ejəmplo algo más complicado. Sea la ecuación diferen- 
cial 2 
Z = EENE i Wwe -jt 
F{z}= (p +1) 2 =tc001 =$ tel r$ vo i (4.32) 
cuyo término independiente es un cuasipolinomio. 

El polinomio característico correspondiente es (X+ 1) y sus 
raíces son À= -A= į- Conviene resolver por separado las ecuacio- 
nes: i - 

nda rod y mr e, 
Conjugands ambos miembros de la primera ecuación se obtiene la 
segunda ecuación con 2% como incógnita. 0 sea que si alt) es so- 
lución de la primera, su conjugada lo es de la segunda. 

La primera ecuación es del tipo descripto en (a), pues p= jes 
una raiz simple del polinomio característico (k=1). Luego, debemos 
ensayar uns solución perticular de la forma 


a (t) = res t (e, +29) et, 
sustituyendo ésta en la ecuación diferencial tenemos (verificarlo): 
2 Is Ñ Ñ 3421 jt 
(o +1) aL = [2logt de) + 430810 =7 tel , 
de donde resulta c] = 1/8 ; Co” -31/8, y la solución particular de 


(4.32) es 2j : Ñ 
E t yr 
z = q (t-3t ys 4t je 3% -E(cost + tsent). 
En este Último ejemplo notamos la utilidad de los cuasipolino- 
mios, que nos permiten resolver numerosos problemas posibles. Algunos 
ejemplos útiles de términos independientes son 


cos ute eltt, paTiet ; sentut= zelta l eniet , 
cn pto herir $ eT H ; sh probar ger i 
53 mi 253 
cos 2t cos 3t = 5 ed, z a, z E eit etc. 


También comprobamos en el caso (4.32) una propiedad general: 


les soluciones de ecuaciones con coeficientes reales son funciones 


reales. La demostración general se basa en una descomposición del tér- 
mino independiente en una función y su conjugada, como en este ejemplo» 

Los desarrollos de fourier de funciones perióditas son series con- 
vergentes, como podemos ver en cualauier texto de Análisis Matemático. 
Es decir cue siempre podemos aproximarlos con un número finito de tér- 


minos, número que será tanto más grande cuanto mayor sea la precisión 
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deseada en la aproximación. Es fácil ver que dichos desarrollos de 
Yourier truncados no son otra cosa que cuesivolinomios. Esto nos per- 
mite resolver con la aproximación que deseemos Suelquier ecuación in- 
homogénea con término independiente periódico. 

Sabemos entonces cómo obtener la solución general de la ecuación 
homogénea y también la solución particular de la inhomogénea. Para ha 
ilar la solución general de la inhomogénea debemos sumar esas solucio- 
nes como en (4.27). De esa manera obtendremos une función donde los 
coeficientes âe lẹ solución completa u(t) aue provienen de la solució 
de la homogénez quedan indeterminados. Para calcularlos simplemente 
especializamos el valor úe la variable t según lo dicten las condi- 
ciones iniciales,con lo cual cada una de esas condiciones se conver 
tirá en úna ecuación algebraica lineal cuyas incógnitas son ahora los 
coeficientes indeterminados. «esueltas estas ecuaciones algebraicas 


habremos obtenido 12 solución completa buscada o 
Resumiremos el procedimiento en un ejemplo muy sencillo: 


Sea la ecuación de primer orden 
dx/dt + x=a (4.33) 


con la condición inicial x(0) = b. 

Primero resolvemos la ecuación homogénea (p+1) xp * Q. La úni- 
ca raíz del polinomio característico es A=-1, de modo oue la so- 
lución general de la homogénea es 

0 = 0 e7? 
donde Cy es una constante arbitraria. Como el término independiente 
es una constante (cuasipolinomio de grado 0), la solución particular 
será también constante. Sustituyendo u const. en (4.33) obtenemos 
uzae Luego, la solución ie la ecuación planteada es 
` xit) 
Là condición inicial para t=0 recuiere que x(0) = ctas b, 
de donde resulta Cy = b-a. Finalmente la solución completa es 


+2. 


x(t) = (b-a) ua 
En la parte (3) de este capítulo veremos numerosos ejemplos de 


aplicación del método recién descripto. 


¡AS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES. METODO DE ELIMINACION 


aasta aquí nos hemos ocupado de una sola ecuación diferencial. 
Veremos nue, siguiendo ciertas reglas sencillas, es posible reducir 
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sistemas de varias ecuaciones linealas a una sola ecuación del tipo 
ya descripto, empleando para ollo al método de eliminación. dl 

Nuevamente conviene distinguir entrs sistemas homogéneos e inho= 
mogéneos. Comencemos por anslizar los primero. Sea el sistema de 
ecuaciones diferenciales lineales homogéneas 


Z. Ajal P) x(t) = 0 (i=1,2,...1) (4.38) 


donde cada Aja») es un polinomio en el operador diferencial p» 


Si formamos la matriz cuadrada de nxn que tiene por elementos los 
operadores ial Pl» podemos calcular su determinante 

D(p) = det [A] i 
que también es un operador diferencial. Este determinante tiene un 
polinomio asociado que se obtiene reemplazando A en lugar de p, 
que es el polinomio característico del sistema (4.34). Luego de cal- 


cular las raíces de este D(A) = 0, supongamos que la raíz A, tenga 
multiplicidad E; + Entonces vale el siguiente A 


Teorema) Las soluciones del sistema homogéneo (4.34), cuyo determi 
nante característico no es idénticamente nulo, son cuasino- 
linomios de la forma ES ` 
i At 
O) = 2 8 (0) 0% (4.35) 
donde A es la raíz de multiplicidad E ásl polinomio LÍA), y 
las funciones 89414) son polinomios de grado k¡-1. 


Veamos un ejemplo sencillo, Sea el sistema de dos ecuaciones 
con dos incógnitas 


das +px=0 
2 
Dx + (9? +1) x, = o 
Luego, Srl 
Dm) = a P 2 
2 2 =p +2p+1, 
pl pel 


tiene un polinomio asociado DÍA) con una raíz dobles \ =à, =-1 
y e 
Por lo tanto, las soluciones son, según (4.35): i 
= + -t 
(+) (ateb) ett ; x (t)=(et+a) e"? ; 

cuyos coeficientes no son independientes, En efecto, reemplazando en 
las ecuaciones dadas resulta = À 
(p+1) XZ +P X = emt las 0...)=0 
o sea c=0, a= d. Luego: ` 
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(reemplazando en la otra ecuación el resultado es idéntico). Para de- 
terminar estos únicos dos coeficientes a, b debemos recurrir a las 
condiciones iniciales, como se vio èn las secciones anteriora. 

Para sistemas de ecuaciones sencillos se puede aplicar directa- 
mente el método ús eliminación, que consiste en despejar da una ecus- 
ción una de las incógnitas X, (o alguna derivada de una incógnita), 
expresándola en función de las demás y luego reemplazar dicha incóg- 
nita o derivada en las otras ecuaciones» 

Por ejemplo, celculenos la velocidad V(t) de una partícula de 
carga q y masa m gue se mueye en un campo magnético 3 que apun- 
ta en la dirección z» La fuerza de Lorentz (3-2) es, er componentes 


cartesianas! udv,/dt=qv,B ; mav, /dt=-9 7,35 mdv,/dt=0 N 


Empleando la frecuencia de ciclotrón definida en (3.121): w = q B/m 
Jas tres ecuaciones toman la forma 
prynu o ; ppt e= pus r 
La tercera ecuación describe un movimiento uniforme en la direc- 
ción z, ya que pY, = O tiene la raiz 1=0,de modo que y const. 


1 
rd Fi 


Despejanđo Yy āe la prinera ecuación: y 


y derivando: 
PY = 2 p? Ya? podemos sustituir en la segunda, obte- 


2 


= toly a? 3 
y, +wv= {p+ w") Dy 


niendo: w E P 

En forma exactamente análoga se obtiene la ecuación 

(pt 0%) v,= 0. 

Estas ecuaciones de segundo orden tienen las incógnitas separe- 
das (aparece una sola en cada ecueción), y 828 resuelven por los méto- 
dos descriptos en secciones anteriores. has raíces valen =j% yes 
fácil verificar que si la partícula tenía une velocidad inicial 
Y = (vcos9,vsent, w), la proyección sobre el plano (x,y) de la 
trayectoria de la partícula es una circunferencia de radio r=v/0w> 

Cuando el sistema de ecuaciones ès inhomogéneo se lo resuslve por 
el método descripto para una sola ecusción, comenzando por resolver el 
sistema homogéneo correspondiente y sumendo luego las soluciones par- 
ticulares respectivas. Las condiciones iniciales aplicadas a las solu- 
ciones completas (suma de solución de honcgénee más particular) con- 
ducirán a un sistema de ecuaciones algebraicas lineales de las cuales 
obtendremos los coeficientes indeterminados que aparecen al resolver 
el sistema homogéneo. 


kl 
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B) ANALISIS DE TRANSITORIOS EN CIRCUITOS SIMPLES 


En lo que sigue estudiaremos el comportamiento de circuitos sim- 
ples que se pueden armar mediante combinaciones de resistencias (R), 
condensadores (C) e inductancias (L,M). En cada caso plantearemos 
las respectivas ecuaciones diferenciales con sus condiciones iniciales 
y las resolveremos empleando los métodos descriptos en las secciones 
anteriores. En la resolución seguiremos paso por paso los procedimien- 
tos ya descriptos, luego de una breve descripción del sistema físico 
y sin dedicarle comentarios adicionales, a menos oue surja alguna con- 
clusión específica. 

Obtenides las soluciones, interpretaremos los resultados iísica- 
mente y discutiremos algunos casos particulares de interés. También 
analizaremos la conservación de energía en los procesos de carga y 
descarga, que siempre involucren la transferencia de energía electro- 
magnética dentro del circuito, o la disipación de la misma en forma de 
calor. 

En lo inmediato sólo estudiaremos circuitos conectados a fuentes 
continuas (f.e.m. = const.), en los cuales hay llaves ideales, infini- 
tamente rápidas, que permiten variar instantáneamente las diferencias 
de potencial entre distintos puntos de los de los respectivos circui- 
tos. Una llave puede considerarse ideal cuando su tiempo de respuesta 
es despreciable en comparación con el tiempo característico (la cons- 
tante de tiempo, p-ej.) del circuito donde actúa la llave. Veremos cue 
no es difícil determinar el tiempo característico de las combineciones 
simples de resistencias, inductancias y condensadores. 

En general, la resolución de este tipo de circuitos implica el 
cálculo de las cargas (en condensadores) o de las corrientes de ramaz 
a partir de las f.e.m. conocidas. Cuando planteamos las ecuaciones y 
sus condiciones iniciales nos conviene elegir como incómita a la Jeri- 
vada temporal del menor orden posible de la carga qalt). Ello permite 
aplicar de manera sistemática el método operacional y evita el uso ex- 
plícito de integrales definidas. 


Si, por ejemplo, hemos elegido a la carga q como variable de- 
pendiente, una vez calculada la carge es muy sencillo determinar la 
corriente i(t) por derivación directa ya que, por la conservación de 
la carga, en todo circuito se verifica (ecuación 2.9): 


i=dgfat (4.36) 
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Para calcular las tensiones a partir de la corriente i(t) debe- 
mos recurrir a las relaciones fundamentales que fuimos describiendo 
(todas ellas de origen experimental): 

1) Ley de Ohm: en cada instante t la caída de tensión (diferen- 
cia de potencial) entre los extremos de una resistencia R vale 


vatt) = RA). (4.37) 


ii) Capacidad de un condensador: en cada instente t la carga 


alt) de la placa positiva (interior) de un condensador vale g(t) = 
=C Vett) , de donde resulta cue la diferencia de potencial entre las 
dos placas es 


Ya) = + alt). (4.38) 


Cc 
iii) Ley de Paraday: cuando varia la corriente i(t) que circula 
por una inductancia L, con ella waría el flujo magnético propio 
a través de la inductancia, de modo aue aparece entre los extremos de 
L una f.e.m. (fig. 1) 
Ett) = - L=. 


Zomo ya hemos visto al discutir la con- 

vención de signos en (3.120) esta f.e.m. 
equivale d une calda de tensión de signo 
opuesto (fig. 1). Es decir aue 


vor > (4.39) 


Recordemos que pare un circuito cerrado (malla), cuyas corrientes 
de ramas son di, y cuyas resistencias respectivas valen Rys suponien 
do que la inductancia L se encuentra en la rama 1, la ecuación 
(3.120) toma la forma 

di 


> 1 d 
BAL” Z Redes (4.40) 


donde laz E, son las f.e.m. encontradas al recorrer la malla. 
Cuando existe acoplamiento magnético entre dos inductancias, las 

ecuaciones correspondientes a las respectivas mallas también se aco- 

nlan, ya oue en las ecuaciones oue describen los flujos magnéticos 


(Cap. 111, fig. 16) aparecen términos gue contienen a las dos 


gue contienen 2 A 
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corrientes que circulan por ambas inductancias. En este caso, que dis- 
cutiremos sn detalle sn el Cap. Y, los signos de las caídas de tensión 
dependen de los arrollamisntos de las bobinas. 

Para el caso de dos bobinas cuya inductancia mutua vale M, las 
caídas de tensión que resultan del acoplamiento magnético valen 


di i 
a eR di 
Valt) = 2H $ (sobre Ly); valt) = in a (sobre L,) (4.41) 


CIRCUITO 8C SERIE 


El caso más sencillo de corriente variable está dado por un cir- 
cuito serie de dos elementos pasivos. En la fig. 2 se muestra una re- 
sistencia R en serie con un conden- 


sador C cuya carga q(t) suponemos 


distribuida según la convención de sig E e ere 2 
nos indicada en la figura. La carga po 

dría estar distribuida en sentido in- E de CÈ 06) 
verso, correspondiendo a q<0, como F1 
sucedía al calcular una corriente con- f A 

tinua (Cap. 11), cuando le asignábamos Ss 


un sentido arbitrario a la corriente 


al iniciar el planteo de un problema. E es una f.e.m. conatante y 
C está inicialmente cargado con 
o(0) = Q,=0Y,+ 

La llave S, inicialmente abierta, se cierra en t= 0, con lo 
cual se conecta la fuente E y comienza a circular la corriente que 
carga al condensador. 

En lo que sigue, para abreviar, emplearemos la notación que acla- 
ramos solamente en eate caso particular. 
ED) (Planteo de la ecuación diferencial). 


La ley de Kirchhoff de las tensiones establece para t>0 ques 
1 R 

E= m E 1 
zaītRi z a+ RIT => Plal= (apeg) alt) = B. (4.42) 


Esta ED es de primer orden y podemos calcular fácilmente las raíces 
de su 


PC) (Polinomio característico) P(A) = RA + 1/0 = 0 => À la 
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donde TZ RG œs el tiempo característico o la constante de tiempo 


del circuito. 
Luego, la solución fundamental (única, Por aer la ecuación de 


primer orden) es 


- -t/T 
sF) (Solución fundamental) e e 4/R0_ a / 4 


con lo cual podemos expresar la solución de la ecuación homogénea: 
=t/T 


H) (Benación homogénea) F [al = 0 => apit) = ae 
Ahora podemos ballar una solución particular d8 la ecuación inho- 
mogénea (4.42): 


P) (Solución particular) 

Como flt) = E = const., nos encontramos con el caso más elemen- 
tal de cuasi-polinomio, Y debe ser ay = const. Para calcularla susti- 
tuimos qp *2 (4.42): 

A 


= = = CB. 
dp A => h 


Luego, la solnción general serás 


-t/t 
G) (Solución general) qalt) = q, + Gp” as / + CE, 


donde falta determinar el coeficiente &v» Para hecerlo empleamos la 


condición inicial. 
CI) (Condiciones iniciales) 
Expresamos q(t) en el instante $=0 
(0) = 200+0B= 8 + 0B= 0 => ssq tE 
Pinalmente expresamos la 
sc) (Solución completa) 
alt) = (9,05) 0% + 03 (4.43) 
o biens aít) = c (v, 78) et + CRo 


Para calcular la corriente i(t) simplemente derivamos en (4.43): 


(0 y E Le, (4.44) 


= =e 
Tí E 


cuyo valor inicial es 1(0) =-1, = (3-V,)/2 A 


1(4) = - 


Discutiremos dos casos particulares de interés prácticos 
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a) Descarga del condensador 
Supongamos que no hay fuente conectada (E = 0). Por simple susti- 
tución en (4.43) y (4.44) obtenemos 


v 
at) = CVa eE 7 Y ete (4.45) 


Para representar estas expresiones gráficamente conviene emplear 
variables adimensionsles. Casi siempre las más convenientes surgen del 
mismo problema. Así, el tiempo se puede medir en unidades de la cons- 
tante Y , definiendo una variable x & 4/7 , y la carga se puede me- 
dir en unidades de la carga inicial Qg» definiendo una variable 
y(x) = o° Análogamente, la corriente se puede reemplazar por la 
variable zx) = i1/l¿» donde 1, = Vo /R = -i(0). 

Usando đichas variables las ecuaciones (4.45) toman la forma: 


yss ; Z=-8 o 


Para trazar las curvas correspondientes es conveniente observar 
que la función exponencial toma el valor 1 en x= 0, siendo su 


pendiente allí igual a -1.+. Es de- 
cir oue su tangente en el punto 3 
(0,1) es una recta que pasa por 
el punto (1,0), como se ve en la 
fig. 3. Sabiendo que la función 


se anula para X—> 00, trazamos 


la curva que se muestra. 


De esta manera representamos los resultados (4.45) en las fi- 
guras 4-a y 4-b: 


2% o 1 
R, 4 4. a tz 


i A 
| /1 4-b 
La interpretación física de los resultados es inmediata, pues 
la carga del condensador disminuye exponencialmente con el tiempo has- 
ta tomar el valor Qy/* cuando t=T o Podemos definir un valor del 


tiempo para el cual podemos dar por terminado el proceso de descarga) 
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dado oue habrá un instante para el cual q(t) = e = carga de un elec- 
trón, a partir del cual la carge puede considerarse como nula. 

La corriente de descarga tiene sentido contrario al indicado en 
la fig. 2, como corresponde si tenemos en cuenta la polaridad inicial 
de las placas del condensador. Este se comporta como una fuente que, 
en ausencia de la f.e.m., provoca una corriente opuesta a la que cre- 
arfa una fuente de la polaridad indicada en aquella figura. 

Veremos que se conserva la energía, recordando que la energía 
electrostática del condensador en t=0 es U,= 4 cv? + La poten- 
cin disipada en forma de calor por la resistencia R durante la des- 
cargo vele en cada instante P(t) = Rió(t) . Luego, la energía total 


disipado por 3 durante toda la descarga vale 


3 = Poe 24/40 
E z 4 PPs o - 
U, fänne farma faz. 
25) ; 


e 


a 


o sea aue es igual a la energia inicialmente disponible. vemos, de 
paso, que sienpre conviene elegir como variable de integración al ar- 


gumento ús la exponencial (en este caso iguel a 2%/K0) » 


b) Carga del condensador 


Sunongemos ahora que el condensador está inicialmente descargado 


y conectado a la fuente E (fig. 2), es decir que «¿= Vo = 0. Susti- 
tuyendo estos valores en (4.43) y (4.44) resulta 


an = CEG- eT?) y am. E ete, (4.48) 


Inicialmente es 0a(0)=0, 110) = 1, =£/2 (este valor es el må- 
ximo de la corriente, que decrece exponencialmente con el tiempo). 
Luego de un tiempo suficientemente largo la carga se acerca a su valor 


máximo =C03, y la corriente tiende a 0. Empleando las variables 


a 
adimensionsles t/t VAn e i/Ia podemos representar los resultados 
(4.46) como en las figures 5-a y 5-b. 

Es fácil verificar oue la energía total provista por la fuente 
E durante todo el proceso de carga del condensador es igual a la suma 


de la energía disipada en la resistencia (Ug) más la almacenada en el 
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condensador (Ug); y oue Uz = Ug = + cr? (verificarlo). 


Ejercicio: Calcular la energía total entregada por la f.e.m. entre 
t=0 y un instante arbitrario: 


t 
U(t) = U(t) + U(t) = fe P(t’) + 4 MORACE 


CIRCUITO RL SERIE 


Estudiaremos ahora el transitorio R L é 
del circuito de la fig. 6, donde la 
llave $3 puede adoptar las posiciones 
l y 2. De tal manera queda conecta. 
da al circuito una f.s.m. E, é E+B, | Ey 
respectivamente. Bata conexión nos per- H 
mite optar entre distintos valores de 


la corriente inicial i(0), como vere- + 


mos enseguida. 


Supongamos que inicialmente la llave está conectada en la posi- 
ción l durante un tiempo muy prolongado (hasta alcanzar un cierto es 
tado estacionario) y en t= 0 la hacemos pasar a la posición 2» 

La única variable que interesa en este caso es la corriente i(t). 
Su valor inicial en estado estacionario es 1(0) = B¿/R = 1,0 


Calcularemos ahora su evolución temporal empleando la notación 
que hemos introducido al tratar el circuito RCo 


BD) Al pesar la llave a la posición 2 la f.o.m. total pasa a valer 
B,+3B), y la loy de Kirchhoff des 
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rii snis (p+ R)i =B +E. 
PC) RIA) = LA +R=0 => da -s-th. 
donde T= L/R es la constante de tiempo. : 
Sr) a 0 Ma RYL, ant/T f 


HE) ilt? =a e7t/T 


rd 
(SE 
+ 

bi 

u 


a const. ==> io = const. 3 21, ES E¿+ E 
==> ip (E, + E)E x 
6) ilt) = 1, +1, = att, (E, +2)/2 
CI)  1i(0) = as -E/R . 
so) alt) = -E UT 4 (B +B)/R= È (1- ett) + Er - (4.87) 


Veamos ahora dos casos de interés práctico: 


a) Descarga de la inductancia 


La descarga de la bobina equivale a reemplazar la f.eomo. inicial 
E, por un cortocircuito, lo que en el circuito de la fig. 6 se logra" 
conectando una f.e.mo E= -E> de modo que la f.s.m. total para t>0 
vale EQ¿+E = 0. En este caso el resultado (4.47) toma la forma . 


E 
; -t/t o ¿=t 
(0) =1, 0 V7 22 Y (4.48) 
que ya hemos representado en la fig. 3 donde, para este ceso las Va- 
riables del gráfico son: x= t/t, y= i/l, > 


Es fácil ver que la energía magnética almacenada inicialmente en 


la inductancia -Üp = + iis se disipa por efecto Joule en la resis- 
tencia: 
o co 
za 2 ilt) dnra 
io fa a fa > A LIS = Y, 
e 


{verificarlo por sustitución directa de 4.48 e integración). 


b) Carge de la inductancia 
En este caso la corriente inicial por la bobina L es nula, lo 
cual corresponde a E, = 0. La expresión de la corriente (4.47) es: 


it) = + (1-07) = 1, (1-07) 
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donde Ip £S la corriente máxima 
que circula para t->00, 
Eligiendo las variables adi- 
mensionales x= t/t, z= i/l, 
podemos representar la corriente 


x 


z=1l- e^ como en la fig. T. 


Cuando t—-% la corriente 


se hace constante y, por lo tan- 


to, no hay caída de tensión sobre 


la bobina, gue queda cargada con una energía magnetostática 0, =31 1 % 
En ese estado estacionario la caída de tensión sobre la resistencia es 
igual a la f.e.n.: E=RI,. 

Debemos observar que en un circuito que contiene inductancias hey 
una restricción importante sobre las condiciones iniciales posibles, 
ya que la corriente no puede tener un alto o discontinuidad. Si no 
fuera así, se induciría sobre la bobina L una f.e.M. infinita, ya 


que 


, 


Ex] =É E - 1 lim Hat $t} - ilto) _ w 
£ it 0 ét 
o 
lo cual carece de significado físico. En consecuencia, debe cumplirse 
la condición 
(4, )= ito) Y to (4.49) 


Esta condición se verifica en los casos recién estudiados, como 
vemos en la fig. 3 (donde i= I, antes y después de t = 0), y en la 
fig. 7 (donde i= 0 antes y después de t= 0). 

Resumiendo, en todo circuito con inductancias las condiciones ini 
cialea deben ser compatibles con la continuidad de las corrientes por 


las bobinas. 


CIRCUITO LC SERIE 


CIRCUITU iu XANI 

En la fig. 8 se ve un circuito cuya resistencia es despreciable, 
con una fuente conectada a un condensador en serie còn una inductan- 
cia. Supondremos que en un instante que elegimos como t=0 el con- 
densador está cargado con una carga Qg de la polaridad indicada, y 
que en ese instante circula una corriente I, o 
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Con la misma notación empleada en 


£9} LE 1 


los dos ejemplos anteriores tenemos: | 
TJE 
+30 =1Lp+ Ja =E | 


cue contiene un operador P(p) de se- 
gunáo oráen. Luego: 
2 


PC) =0 —>A 


LL 
= LC i 


=> à = jas > A, > - 30, 


asii 


donde = 1/9[/LC es le frecuencia natural de oscilación del circuito. 


3F) eZ ¿dut eE primi 


E) ap = 2 edu, az ed, donde az y ap son constantes 
complejas. 
E p ¡E 
P) E = const. == a, = const. 3 Ty=E = My = CE. 
G) alt) = ap t ap = agel“ + ad + CE = 


(aj +27) cos wt +j (aj -az) senut + CE. 


La corriente i(t) se obtiene por derivación directa (la necesitamos 
para emplear la segunda condición inicial): 


à 
ilt) = + = - (27 +29) sent + joy (2 - 27) COS tut o 
cI) ato) = lay +27) + CE = Qg 
1(0) = w j (a-a) = Ig 


Observamos oue las constantes que necesitamos para expresar oit) e 
i(t) son, directamente: 


(aztan) = 0,-CE $ į (aj -272)= 1/0,- 
aue expresan los coeficientes reales de alt). 
5C) Luego 
alt) = (Q7 CE) cos uğ + (I m) sen wt 
o > o. 
5 (4.50) 
ilt) = —(,(QQ- CB) sen wt + 1, cost,t 


Es evidente que las soluciones halladas cumplen las condiciones 
iniciales supuestas. 
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Las expresiones (4.50) contienen toda la información útil, pero 
antes de interpretarlas describiremos su representación en función de 
amplitudes y fases, que es la más conveniente para este caso» 


AMPLITUDES Y PASES 


Toda función armónica de frecuencia tv y de la forme 
f(+4) = Acoswt + Bsen wt (4.51) 


se puede representar como 
fit) = Foos(Wt +q) (4,52) 


donde la amplitud FP y la fase inicial q se obtienen mediante las 


expresiones 


F= Aa? + 32 7 f= - arc tg (B/A) (4.53) 


Para verlo basta con desarrollar el coseno en (4.52): 


fit) = Fícos cos wt- sengsentvt) = Acosiwt + Esentut. 
T 4 


Esta igualdad se cumple sólo si A = Pcosg ; 


de donde se deducen inmediatamente las (4.53). 


Ba -Fsenp 


Para evitar una indeterminación en T= 180% (inherente a la fun- 
ción arc tgx), cuando calculamos la fase conviene primero hallar 
F= ja? + B? , y después utilizar las dos expresiones 
e = arc cos (A/F) y = -arc sen (B/F) 


que, juntas, definen univocamente el cuadrante de la fase. 
La amplitud F es el valor máximo de | £(4)] + oue lo toma pare 


wt+p=NT (E entero arbitrario) +. 
Le fase inicial está directamente Y 
relacionada con f(0): y < 9 


cos q = f{0)/F. 


Para representar (4.52) conviene 


elegir las variables adimensiona- 


Y wt 
les x=wt , y= f/F. Eupleán- 
dolas obtenemos el gráfico de la 
fig. 9, donde se observa la perio- Ad 


dicidad de f(t) con T= 2ñ/w. E 
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Volviendo al circuito LC, podemos reescribir las expresiones 
(4,50) en la forma 
alt) 


" 


Q cos (ut +4) + CE 


(4.54) 
ilt) = I cos (wt +) 


donde, según (4.53), las amplitudes y las fases valen 


q = Pa, - eB)’ (EJ >  1= Alco? (0, - CR)? +1Í 200,0» 


Lo A un(a - CE) 
L= = arce 
0, (Q, - CE) ka E $ 


= + arc tg 
f 


Las expresiones (4.54) están representadas en la fig. 9, donde 
f(t) = qalt)-CR para la carga, e i(t) para la corriente. La carga 
del condensador oscila en torno del valor CE, mientras que el valor 
medio de la corriente es cero» Si no hay f.e.m. alguna conectada, ha- 
biendo partido de las mismas condiciones iniciales (condensador y bo- 
bina cargados), el circuito seguirá oscilando con la frecuencia iu, . 
Físicamente esto es posible porque, al no existir disipación (R=0), 
la energía de los campos electromagnéticos "va y vuelve" entre el con- 
densador y la inductancia, pero siempre conserva su valor inicial. 
«Para verificarlo supongamos que E=0 para simplificar algo las expre- 
siones, de modo que tenemos: j 


alt) = Q sen (t,t +9) (esto implica elegir la fase de la carga 
de modo que 


a(0)=Q sen ) 


i(t) . wQ cos (ut +) 


con” Qe As 1 a y  I=40- 


En consecuencia, la energía total entretenida en el circuito, 
calculada en un instante cualquiera t, vale: 


2 
U(t) = uy (+) + Ult) = 4 0 = +3 11%4) = 
10. 
5 g% sen?lw ttg) + + L wta? cos (mt +9) 5 


u 


2 
donde Q= ai y 1/02 ; 2 =- (1097. 


o 


: e 
megos 000 dE 
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donde 21 último miembro representa la energía inicial en əl circuito, 


correspondiente a la carga Qy en G y la corriente I¿ por L. 


CIRCUITO RLC SERIE 


CIacurto Y rez 


En la fig. 10 vemos une f.e.m. 
conectada en serie a una resistencia 
t, un condensador C y wna induc- PENA 
tancia L. Supondremos que las con- | 


diciones iniciales del circuito son E aia 


al0) = ao » il(0)= 0. | 
| pas 
Celcularemos la carga y la co- | YA 
| 
i 


rriente (cuyas polaridađes se indi- 


can en la figura) procediendo de la 
misma forma oue en los casos anteriores, pero enseguida se hará evi- 

dente aue el comportamiento del circuito cambia sustancialmente según 
ciertas relaciones entre los parámetros del mismo. Por ello, luego de 
planteada la EC y el PC correspondiente, analizaremos por separado 


los tres casos posibles. 


ED) La ley de Kirchhoff de las tensiones exprese que 


F {a} L Ë raisto = (Lp? + Rp + $) alt)= E (4.55) 


A 1 
LC 


1+ 


PC) P(A)= LA 


donde, definiendo & = R/ 2L , 


resulta Às -xte o 


$ E 2 j 
Podemos distinguir tres casos, según que œ sea mayor, igual o 


2 
menor que do, * 


a) Caso sobreamortiguado 
En este caso El es real y positivo: us =>R>24L/0 à 


$7) eË a elat A)t , eta ¿apt 
H) Op = a, e + aat e ea ef? + en) . 
P) 3 = conste ==> o= “E. 


= 264 .. 


6) qalt) =a amat At 
aai) atte 20788), 0 
at = Ut) = (> Q 
“+fAlajo aa) a, oem) 
cI) a(0) = a l 
( AS 
X 0a. 
) (a + az) + Ala, 


Definiendo =Q 


+ Ht)= 2 gge ”t 
Qe (chats 2 

(PEAD agere 
= q emet e a? è 

A ) Sht =ni 
Imente 
s que se cum 
, Pepresentay alt) e i(t) : i 


z 
Bao u> o i 

a siempre R 
ductos > Se Verifica qu 


El 
e 


e7 et a 5 
(on pr + Fat gt) 


Se anulan para 


» eat ahg t 


t—o ya que 


? POT ejemplo 
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Notemos aue la curva q(t) es horizontal para t=0, como lo 
requiere la condición inicial sobre la corriente i(0)=0. 

La corriente circula en sentido contrario al indicado en la fig. 
10 cuando Q¿>CE, pues la tensión sobre el condensador es mayor que 
la f.e.m. Su módulo crece hasta alcanzar un máximo en ta =darg mb 


donde toma el valor i 
sl = e qe aty ch ft, (verificarlo). 
Después de t= tz la corriente tiende a cero como se ve en la fig. 
11-b, mientras la carga va alcanzando el valor estacionario CE, 

Si 0¿= CE (o sea Q=0), la carga se mantiene constante y 
no circula .corriente. Para Q¿<CE la curva de la carga q(t) se 
mantiene por debajo de la 13cta q = CE, e la cual tiende asintótica. 
mente. La corriente es positiva y tiene la misma forme que en la fig. 
1l-p, ya que es proporcional a -ļ>0. 

Como vemos, el comportamiento del circuito está dominado por el 
AAR donde a= R/2L es la llamada constante de amortigua- 


factor e 
miento. Este caso particular se denomina sobreamortiguado, por compa- 
ración con el caso límite que pasamos a discutir, correspondiente 


a f=0. 
b} Caso crítico 

En este caso f= 0 == w= , Osea Re 2YNE/C = Ro (este 
valor de la resistencia se llama crítico). Las dos raíces del PC coin- 


ciden: 
à = à= -Xx (multiplicidad = 2) 

sr) eos erat y tea tett son las soluciones fundamentales. 
E) Ah = (b)+ bgt)? = (by + bot) ener 
P) E = const. —=>> dp = CE 
6) alt) = (by + bt) e + cr 

A 1) e~et 

Šg = i(t) = (dy bp - abp è) e7” 

cI} al0) = by +CE= Q, ==> dy =Q -CE=Q 

1(0) = bo- xb = 0 => bo = xb] = XQ. 
sc) alt) = Q(1+at)e “cr (4.58) 


i(t) =-q te, (4.59) 
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Ejercicio: Obtener las Expresiones (4.58) y (4.59) a partir de las 


(4.56) y (4.57), Tespectivamente, tomando el límite de 


éstas para Ê—>0, tratando a t como constante (recordar que, por 


el teorema de L'Hospital, (sh £t)1/Aa —=+t cuando f—= 0). 

Los gráficos “correspondientes a las ecuaciones (4.58) y (4.59) 
son similares a los del Caso sobre 
las fig. ll-a y ll-b mediante líneas de trazos. 


Tanto la carga como 
la corriente tienden a sus valores 


estacionarios (asintéticos) más 


Tápidamente que en el caso sobreamortiguado. El caso crítico represen- 


ta el límite entre dos situaciones muy distin 


c) Caso subamo rtiguado u escilatorio 


Si dejamos fijos los demás parámetros del circuito RIC y dismi- 
nuimos la resistencia R > a Medida que ésta tiende a cero su compor- 
el circuito LC ideal ya descripto, que- es 
de considerarse como un caso límite del que 


tas, como veremos, 


puramente oscilatorio y pue 
Pasamos a describir, 


Ahora suponemos que auc O , o sen que R<2 I/CER, 


Definimos 
7 
P= Va (1 A ju donde w= Ya a 
Luego: As sarja, Aja ma- jas, 
SF) e Ma alar dijt A ET + jsenwt) 


E SU (coswt = j senwt) 
H) ah = ce Aa Co eb ¿rat [£e, + cz) coswt + ilc, - c2) senut] 
P) E = const. => ap = CE. 


G) a(t) = e*t (Ce +02) cos wt + Ilc - 29) senuwt] + CR 


pá 
ee 
i 


= aia rt [e+ c2) coswt+ ĵ {cj - c3) senut] + 


+ erat Tu (o + Co) senwt + jw(e, - 29) cogwt] == 


ilt) = erat Í balete) + jw (c3 =2,)] coswt t[=uloj +07) = ix (01-c olsen t} 
cIj al0) = (+07) + 0E=0, 


(0) =~ ale + co) + jale] - 29) =0 


- 267 - 


incógnitas que interesan son (e +02) y  j(c- co), que son 
Las in 


las constantes reales que aparecen en q(t) e i(t): 
0 +09 =Q-0E=8 5 iler- 09) =E (e+e) Lg. 
sc) alt) = QeT*t{coswt+ Š senwt) + CE (4.60) 
i(t) = -t qena? sen wt (4.61) 


ue, efectivamente, la carga y la corriente oscilan con 
Vemos que, a 
A ia w (menor que Wp), la primera en torno del valor EE y 
O torno del cero. Estas oscilaciones están amortíguedas 
en torn 


iente i N 
la corri factor exponencial que aparecía en los casos anteriores 
acto gi E 


ismo R i ito- 
TS F es de claro origen disipativo y caracteriza los transito. 
Dicho factor 


ED contiene un término lineal de primer orden la = 8/2 A). 
pena fi l2-a y 12-b representamos la carga y la corriente 
En las fig. j P 


a + El factor 
i con Q, >CE y << (o, 

i tiempo para Un caso o 

en función del 


as dos curvas 
i iento determina, a menos de una constante, las 
de amortiguanm' 


Vi i Trazos. 
lventes representadas mediante líneas de t 
envolv 

£nvolyentes 


ño las relaciones (4.53) es fácil verificar (hacerlo) que 
Empleando 


o 
o -xt donde = arctg d 
aa de WE y S 


=> + i i i s mayor 
a w, la amplitud de las oscilaciones e 
Vemos que, como w, JE Pan 
z E E gue Esi . La fase inicial no se anula (para la: nadi- 
4 ici ] i y mínimos se 
ciones iniciales supuestas), de modo que los máximos 
i 


ducen en los tiempos indicados en la fig, 12-a. 
pro 


CORRIENTE ALTERNA 


INTRODUCCIÓN 


Bn el Capítulo 
IV hemos i 

E analizado el comportamiento i 
o ER cuando una f.e.m, varía muy rápid beno 
A pY gación de una llave, Aquí estudiare a 
a stos mismos circuitos cuando la f o 
»2.Mo 
almente en el tiempo. Este tipo de f.e a 
eMe es 


mportamien 
aplicada varía Sinusoi- 


dianamente a p 
aña que utiliz i 
e nr o generadores industriales o 
8 pri A 
A Principios esbozados en (3.125), produci e 
endo una 


(4) de la ecuación 
el estado estacionario del mismo 


u(t) = 2, (4) + u (t) 


a la foma u(t)= 
=u (t) 


transitorio. 
El análisis del comport 


cia para el diseño de un cir 
disipada sobre un elemento p 
elemento puede soportar 

, 


siendo 
i + el 


amiento transitorio tiene 


cuita, gran importan- 


ya que la potencia total i{t)v(+) 


odría superar el valor límite que dichi 
a 


ta la necesidad de evitar 
dejaremos de 


(t) = B cos (wt +4) 


donde Ba es la amplitud, w la frecuencia angwler 


V= 1/7 la frecuencia 


f.a. 
3.M,, como en la fig. 35 del Cap» 111 
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El tratamiento siguiente vala para frecuencias bajas (menores 


que 100 kHz => w< 10% a71) (+), para las cuales se puede despreciar 
la radiación emitida por el circuito, así como los efectos inducti- 
«os y capacitivos de los cables que unen sus elementos. 


AMPLITUDES COMPLEJAS i 
Empleando la misma notación del Cap. IV consideremos la ecua- 
ción diferencial [con pa d/dt) 

f (x{t)] = A app“ x(t) = reos (wt+a)= f(t) (5.2) 
perador F tiene coeficientes 2, reales y cuyo término indepen 


(t) representa una oscilación sinusoidal de amplitud r, fa 
= 2/2. Notemos que tods 


cuyo o 
diente f 
se inicial x% y frecuencia angular w= 2Tv 
función de la forma rsen (wt + p) se puede escribir como la (5.2) 


tomar 1= -T/2 ues 
somisóto Taaax P dE sen(wt+ f) = cos(wt + 8-7/2) « 


Podemos emplear le fórmula de De Moivre para & real: 


j s 
13; sens= Im el , 


e = c08 8+ jsens => coss= Ree 
ara reemplazar la (5.2) por esta otra ecuación: 


j(at+o) pe pi ¿dt =p elot (5.3) 


P 


Piate re 


p= rei” es tal oue Rel edut) = f(t). Llamamos a P 


donde 
flt) y elegimos la función z(t) tal que 


amplitud compleja de 
z(4) =x(t) +y(t), o sea 


x(t)=Re z(t) ; y(t)=1Im z(t) +. 
Este reemplazo es muy ventajoso, ya que la ecuación (5.3) se re- 


suelve inmediatamente (es de la forma innomogénea 4.28), y una vez 


conocida z(t) obtenemos fácilmente la solución deseada x(t}. En 


efecto, por la linealidad del operador real F podemos tomar la par- 
te real de ambos miembros de (5.3), resultando pera el primer miem- 


bro: Re P(z]= P [Rez2}= P(x) 
ilet+ah 


y para el segundos fe (pete) = Be[íre r cos(wt+2) 
de modo que P(x]= reos(wt+o). > 


(+) Las cantidades que expresamos en la unidad e"? son frecuencias 
angulares (0), mientras que P =4/21 se expresa en Hz 


{hertzios, ver Cap. 111). 


i 
1 
i 


rencial inhomogénea cuyo término independiente oscila sinusoidalaente, 
conviene resolver una $cuación del tipo (5.3) o (4.28), hallando así 
ME) La solución de la primera ecuación, es decir la que interesa, 
es la parte real đe x(t). Si se prefiere expresar la oscilación 
como T(t) = r sen {wt +8) vale todo lo dicho con sólo tomar la parte 


imaginaria de At. 


Teniendo en cuenta que la (5.3) es de la forma (4.28) con A ju, 


al resolverla debemos distinguir dos casos posibles, según el valor 
que tome el polinomio F(u) para p= jus 
a) Pljuw) =0 » Posiblemente con multiplicidad k; 
b) Flju) $o. 
El caso (a) se tratará por separado. El caso (b), más frecuente, 


Se resuelve muy fácilmente. Basta con reemplazar en (5.3) una solución 
particular 


z (4) = y edut donde F =s ejf (s »f reales) 


es la amplitud compleja de la solución. Se obtiene 


P (2089) = È a, po (relet) Za (iw) eiet aj.) eSt zp pdot 
k=0 k 


if rel 
set > 
F(jw) 


o sea 


Pe 
ma 


donde F(jw) es un polinomio que no se anula, dada la condición (b) 
Tomando módulos Y argumentos en (5.4) obtenemos s y Bs 


s= r/]|R(jw) 7 


fB= A - arg Pio). (5.5) 


En consecuencia, la solución particular de (5.2) tendrá la forma 
x) = Re z(t) = Re (f elet) = Re (s elf dot), _ s cos (wt +) 


y la solución general de (5.2) será 


donde Xh €s una solución de la ecuación homogénea F(p) z(t) = 0, 
Observemos la forma de x(t) : 


z(t) = xp(t) + x(t) 


2 una excitación sinusoidal de 
frecuencia w le Corresponde una Iespuesta (solución) también sinu- 
soidal y de la misma frecuencia aunque, en general, la excitación y 
la respuesta están desfasadas entre sí. 


Anelícemos brevemente loa sistemas de ecuaciones resolubles 
Sistenaa 
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fácilmente 
litudes complejas. Bstos se resuelven muy eats) 
, p A i a 
G cia de las excitaciones [términos indepe: 
en: 
do la frecu 


mi cuacionss. 
a misma en todas las € onas 
a el sistema con coeficientes reales: 
1 sist ficient 
Se 


i=l,0..n) (5.6) 
5 = T wt + a) (i=1, 
Zap a) Apt) = 73 cos ( j 
$ i erador p= d/dt y las in- 
4 (p) son polinomios en el op o 
e iones x(t) o. Para hallar sus soluc: 
itas son las funcioni i 3 
e basta con resolver si sistema comple 
culares plej 


$ : iet con vpe 
Lay le) ali) fie EER 
k 
as soluciones son de la forma PE 


L con 0,53 Sy 


a (+) = Ty e 

£ndoles en (5.7) se obtiene el sistema algebraico 
ed > WE (i= l,e.. n) (5.8) 
A E ml i i omplejas A 
e se resuelve fácilmente, obteniendo las amplitudes comp i 
qu! 


RESONANCIA ESENCIAL l E AN 
) F(jw) = 0 presenta un interés esp $ 
a ju) = i 0 
o A ejemplo que estudiaremos a continuaci. 
se como en 


e e con coeficiente eales 
S la ecuación con co ci a real 
ea 


(5.9) 
2 2 = rcos(wt +82) 
P(x1=p"x +1 > x) 
Ñ jlwt+ y 
2 =ra 
; leja F[z}= rT 
la ecuación comp ia natural Q 
Te E 3 ribe un oscilador armónico de frecuencia natural 
La (5.9) desc 


forz por la excitación exterior de ecuencia w + Cuando 
E ri de fr 
orzado 


os frecuencia istintas ja soluci e es ada por 
en isti ución de (5.9) está d p 
f: jas son t 1 

as à c i d: t 9 d: 


.4) con , 2 A Z y 
t P(jw) = (ja) t 0 = na w po LaS 
z +k 
3 . we T mel 3) cos (es 
E jet ys 7 p ai 
3 > 2 = 08 2 e Sa (5.10) 


o ue carece de sentido para w=fl . 
lución q a: å tid 
S ó 


me 


pa 


La solución (5 Sane 
+10) descri; 
amplitud que De las Sacilaciona 
con la de a o PLD, yoana fracas TER con una SIONES, CORRIENTES E IMPEDANCIAS: LEY DE OHN 
Xcitación, Bs ncia w que e 
forma fácil vor que la solución general Bpa Supongamos cue se aplica una f.e.m. sinusoidal 
e la ; 
x( Es 
e (4) = B cos {wt + Ya) 


t) = 
Ta + T= Acos(2t+8)+ GE 
Aa? lotsa), 


conectada entrs los extremos À y B de une rama formada por elementos pa- 
sivos (fig. l). La corriente inicial- ; 


EN X (t) sólo se: 


mente no será periódica pues incluirá a j 
ales. El término ) 1 : 


un término transitorio, pero para Ed 


; i 
E tenemos -t> 4, se habrá alcanzado el estado j A l 
F(ja) =p? z estacionerio, en el cual Ñ I ZR A 
de modo que jw sud vés (A+) (An) da Io to! | | : 
A raíz si donas i < ji (t ==> i zi E 3 E 
ecuación taracteríatica y O (mi tiplicidad k=1) de 1 lil la, : t P A ~ Vas 2 T i 
» a L 
un cuasipolinomio dedo fo (4.29), la solución Particular Gea Para calcular la carga De CORE e, i i 
rriente en cada instante t valores : G oe C 
i — 
con R= const, TE Zp (t) = tR edot instantáneos) podemos aplicar las le- | | 5 | 
4 =A obtenemos 5 const. Sustituyendo 2, en (5.9) yes de Kirchhoff como en (4,41). La l 
? ` SVA " diferencia de potencial entre A y B 
P [z] = Ri? 2 
P (rs a (4 elet) = R[p( jot $ , resulta ser A 
Pie 4 jutel®t), vaa (t)= Ri rsi ggl) (5.12) 


2 A 
+w "+gdut o E 
CT] =R (aj) ed p lotta) a 
=> pR r ed% 2 (med%) elut y la podemos expresar en forma operacional eligisndo como incógnita 
Tal a e ello -m/2) pues 1 47/2 a la derivada temporal de menor orden de la carge glt} que figure 

Si lime X en las ecuaciones: 
=- t ellwts a 1/2) FEalt)] = (Lp %+ Rpg) alts 6 (8) (5.13) 


2w 
con Z(t) = Re ¡EN eilet + ds Re (E e10t), 


n 


Aquí la notación empleada es: 
E (t) = valor instantáneo de la f.e.m 


BE =8E, elfe = amplitud compleja de É 


B,= ÌB] = amplituá real o valor de pico de Ĝ 


fe = arg E = fase inicial de 6. 


nte Para t — œ. 

Este fenómeno, 
ción, 
Definimos una tensión compleja que incluye la dependencia tempo- 


1 l 
z E(t) = 5 edut (5.14) 


tal que ĝ(t) = Re (3). 
i Bl segundo miembro de (5.14) contiene dos factores: la amplitud 
A A jat 
H compleja E (independiente del tiempo) y la función periódica pin 


ete.). 3 de módulo igual al. 


Primer orden es 


Tesistenci i i 
a, viscosidad, rozamiento 
o Fricción 
, 
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En lo que sigue em pa 
tidades de interés 


cia disipada, áai, 


plearemos la misma no 


tación para 
que varten en el tiempo, Pera todas las cay 


loa parámetros (L,R,C) de los elementos pasivos y de la frecuen- 
Son excepción de la Poten 


w de la fuente. La cantidad Z se denomina la impedancia del 


i(t) = valor instantá uito y la relación (5.18), semejante a la forma que toma la (2.24) 
ntánso de la corriente - a s omo la ley de Ohm para 
I(t) s corriente compleja = rejat : ve = Re I(t) Sa un circuito cerrado (Ĝ = Ri), se conoce com 
I = amplitud co j z litudes complejas. 
mpleja de la corrie = j9: ampli l 
nte =I elfi : i ia en la misma forma módulo-exponen 
I, = amplitud real de la corriente - lI! e OE 


al (es la más útil para todas las operaciones entre complejos, ex- 
suma y la resta): Ñ 
puedo da á Zw) = |2] ed? 


nes i A % 5 a 
estacionarias ( donde Q = arg Z. Entonces la ecuación (5.17) equivale a las dos 


emos siempre a las Solucio. 
uaciones de Circuito, 


la forma compleja de (5.13) es 


Particulares) de las ec 
Con esta notación, 


cuaciones: 


I =8/12l 
F [Alt = (Lp? 1 o 7 ĉo (5.19) 
l =(ip + RP +-$) QC) = R(t) 155 E a i 
t s ¿= arg E- argłl= Q7. 
al que q(t) = Re Q(t) con Alt) = gejot TO f i A 
Si ago = (a eta) ¿du 7 También podemos expresarla en la forma binomial: 
E => Pja)- 2 7 - A 
(iw) = 1 (4u) HRlo)t -À sotal, ¿Roto alw) = Ríw) + 3X(w) (5.20) 
Eliminando jwt eo e Fo. ; 
mo 2 
en (5.4) resulta; a= E, donde Blt) = Rez y Xíw)= Imz ==> |2] = VR (w)+ lv) 
F(jw) 
de donde ge bt . X(w 
Obtiene el valor instantáneo de la carga y Y PARE EEES ERS Te Dg G na 
z 


Utilizando ambas expresiones de q se puede calcular dicha fase 
R 
sin ambigliedad (la alternativa q = arc tg y en aos se emplea por 
por comodidad, pero define la fase a menos de W =1830%). 


con Qg = RSIR jo) y 
Para obtener 
expresión (5.16) 


Po =e- arg Pim). 
la corriente i 
i(t) 
Notemos que, si bien en un circuito serie R(w) es la suma de 
las resistencias del circuito, en general R(w) puede contener otros 


AS pol parámetros. Hecha esta aclaración, llamaremos resistencia a la parte 


Ds PEIC] = paí 


P[Tedet y ¿det 
y PE(t)= p(8 eiet) z 


t) pues $)= s resiste 
ba F C(t) 3 PRIRA qu, real Rí(w) de Z, y reactancia a su parte imaginaria Hu). 
A partir de (5.18) se obtiene la relación correspondiente entre 


a jot 
los valores instantáneos ya que, multiplicando por e s resulta 


P( jw) 
juk edet 


Reiet > zm) 10d —> |er(t)=ZI(t) (5.21) 


fon los valores obtenidos en (5.19) la corriente instantánea vale 


ilt) = I, cos lwt +4) > (5.22) 


Para el caso particular de la fig. 1 tenemos: 


P( ju) 
ju 


2(1) = Rít) + jX(w) = Rei, 


i 
1] 
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o seas 
Ru) = Ri usw- 


Mientr: i 2 
28 que para sistemas pasivos es Ríw)>0 


E aer positiva, nula o negativa 
que el circuito es 1: E 
uduc vi a i 
gundo, que es resistiv: T ne 
; 9 
e E y en el tercero, 


>» la reactancia 
En el primer caso decimos 
el signo del), en el se. 
capaecitivo (pues X tiene eN 


Si 
consideramos por Separado tres e 


ti Ñ 
ienen solamente una resistenci ircultos elementales que con. 
a 3 


una 
las respectivas inpeicias T inductancia o un condensador 
, 


Zo = . 
pogs a = jwb; ES: 
s g jwt wC “ 
Betas impedanci 
cias elementale 
cial como 5 sa expresan en la forma 
módulo—expon: 
en- 
E E ; 
R j Z = wL I, z = 1 i7% 
wG (5.23) 


ya que j= ese 
L 

bi 20 impedancias se Tepresentan como 
ndice, i 

se i be la fig. 2, donde los sentidos 

coinciden con 1 

o GT os elegidos pa 
Si i 

o elegimos como referencia la fase 

«tomo (lo que equivale a medir el 


tiempo t a ; 
partir d i 
Ê = +2.) el instante en que 
t) = i 
E(s) E¿Sos wt => q,=0 
resulta Sl $ 


Si R RETS mes TETENG Io cos (wt ag z 
Em eS egido la fase de referencia d 
o SEn (wt +4), los val i eE 
ores instantáneos tendrían la mi 
£ misma 


forma A(t)~ se 
sen (tt +4,) 
de £ a} » que resulta d 
las cantidades complejas Q(t), I(t) e tomar les partes imari ries 
+ 3 


a ete. 
a inversa de la impedancia E 


Y(w) = 1/21 
P l w) 
denomina admi tancia (juega el papel 


rriente continua, ver 2 27) de le conductancia G 


: A partir de (5.20) obtenemos 

= ES B- i 

2 + JX “TR ER j a z 
(RATO TR R a a T 


en co- 


aZ, yz TCO) -d Bl) 


(5.24) 
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donde G(w) = mE = == = conductancia 
+ 
7 B(w) = PE a A = susceptancia » 
YA Hice 


Para una inductancia ideal valen 

R=0; X=6wL => tlw) = 0; Blw) = 1/wL 
y para un condensador iúeal: 
a= 0; X= -1/w0 => Glw) = 0; Blw) = -wC 


Unidades: De la ley áe Ohm se deduce inmediatamente que la imi edancia 
Unidades impedanci 


tiene las mismas unidades que la resistencia (ohms). Análo- 


la aúmitancia tiene las unidades de la conductancia lohn”? é 


gamente, 
mho}. 


FEOREMAS GSNERALES DE CIRCUITOS 


aso de los circuitos magnéticos, 
(5.18) y su análoga para corriente continua 
teoremas del Cap» 11 a los 


Como en el e la dualidad eviden- 


+e entre la ley de Ohm 
{Y = Ri) nos permite aplicar todos los 
circuitos de corriente alterna. Pero debemos recordar que esta ley de 
Ohm solamente se puede aplicar a las cantidades complejas como B(4) e 
I(t) o a sus amplitudes Paia 

Con esta prevención, toúos los métodos de resolución de circuitos 
ar las amplitudes complejas de 


de corriente continua sirven para calcul 
En todas 


las tensiones de nudos, corrientes de mallas,de ramas), etco 
idas para corriente continua (excepto las que se 


las expresiones vál 
1) basta con sustituir 


refieren a la potencia disipada 


resistencias Ry > impedancias Zy 


conductancias (> admitancias Yy • 


Los valores instantáneos de las cantidades se obtienen en la 


forma E 
Alt) = reta ci0?) = Realt), 


litud compleja de la cantidad A = 
valen las leyes de Kirchhoff (2.38) 


E, V, i, etos 


donde à es la amp 
y (2.38), aue 


En particular, 
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ahora toman las formas respectivas 


Z 1.0 


(5.25) 
para las amplitudes complejas de las corrientes 1, (4) que entran a 
un mismo nudo, y : 
23; = z 2y Ik (5.26) 
para las amplitudes complejas de las feme é y de las tensio- 
nes V(t) 


que se encuentran al recorrer una misma malla. 
Como consecuencia inmediata de las le 


yes de Kirchhoff se obtis- 
nen las relaciones: 


ES 
2,> Z Za (5.27) 
para la impedancia equivalente de n elementos pasivos conectados en 
serie, e A 
Y, = Z Y, (5.28) 
para la admitancia equivalente de n elementos conectados en parale- 
lo. Ratas relaciones son las duales de (2.40) y (2.42), respectiva- 
mente. 
Expresando las cantidades en forma binomial, obtenemos las rela- 
ciones: 
R SĒR S LŽ y 6, =%0 ; B, =Ž B, > 


A menudo utilizamos los valores conjugados de la impedancia: 


Zu) = Rw) = FX) > 22% pe 
y de la admitancia ` 
Ya) = elw) + 350) > YY%= qe. 


Por ejemplo, podemos expresar la impedancia equivalente de 


2, en 
paralelo con Zo 2 
$ yt 
OTE 2 eL a 
u n "= Z tis (Z+ Z) (237 23) 
2 2 2 
q erda -Ati (5.29) 
o 2 EA l 2 2 t 
(R, + R3) +(X} +1)) (Ry +R) + (X1 + X3) 
Las gcueciones de mallas de un circuito con K mallas serán de 
la forma 


K K 
Be È te R => 1, = 2 UL y 
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omo € en € j de la 
2.50 A l adjunto del elemento Z 
donde, como en ( .50), tk Jw tk 


p z termi a ss De 
matriz de in eđancias Z cuyo determinant: 


endrá forma 
Anglogemente, las ecuaciones de nudos tendrán la 


1 o Ata 
> Be ==> E, = LTr Jy 
à la amplitud compleja de la corriente tauivalente total 
e e llegan al nudo k-é£simo, Y, Son los elementos qe 
a g a alas Y cuyos adjuntos son Ae y cuyo determi- 
la matr 


-ésimo. 
tensión del nudo £ 
nente es D'; y E, psila 


DIAGRAMAS VECTORIALES ' 

Volvamo reuito de la fig. y calculemos la corriente 1 $ 
i i tact 1 

olvamos al ci 

y las caídas de tensión instantáneas Y (t) «sobre los elementos pa- 

vos. To: o como referencia la fase ecm. (e= a ley 
Tomando como referen la fase de la f.e.m. (p= 0), 1; 
si 


de Obm (5.18) àa: 
-if , 
Beo PTEE s 
R Ñ F iptay 
-j2 G 1 ie 
1 e? 1 eif -he 


Eo =3u0 I= “ut 
c7 jo a ab- Mat, 1, = 8,/121 (5.19) 
K 


a 


o 
X 
2 = = arctg 
siendo = arg Z= arcte y 


E Fl f +7/2) 
ja/2 -if Zur ell > 
5, = jor 1=w1e?1,0 e 


DS a 
Luego: 3(4) = Re (1079) = I, cos (ut 1i 
y(t} = Re (petta RIs cos (at -p i 
R 


I 
I 9 (ut-4)5 
A o -= -0/2)=+ sen Y 
Volt) = Re (609) - ua Oslot f / 20 


j = -wL1, sen (wt-9). 
9, (1) = Re (2, 1%) = 611, cos (wt-4+1/2) wL Ig 


A a 
Es evidente que, salvo en el caso de ilt) y Yal t) Iaer STATA 
un circuito serie, la representación gráfica de 


pre estén en fase en litudes y fases distintas, es 


estas funciones sinusoidales con sus ss A RE 
idades comp: 
orrosa. Las canti P Ae 

al jst iten simplificar la representaci 
pe a ducto aedot contiene un 

En el plano complejo (fig. 3) el produc a 
factór constante en el tiempo (la amplitud compleja 
act 
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E A jwt P z A 
unitario o versor e que gira en sentido antihor 


ario en torno del 
origen con velocidad angular w, 


El ángulo oue forma con el eje real el vector A(t) será 
arg A(t) = arg å + arg eta arg à + wt, 


de modo que la multiplicación por el versor implica la rotación del 
vector A(t) con la misma velocidad angular, 
En la fig» 3 representamos: 


I(t) = r, eNt-q) 
Eglt) = R1,0d(t-9) 


SNE 
Bolt) = 9 edlut-4-7/2) 
BL (t) = wb1, ed4t-4+1/2) 


El diagrama vectorial resultante 
muestra cómo Va(t) está en fase con 
í(t), mientras que la caída Volt) es- 
tá atrasada y la V(t) adelantada 
con respecto á la corriente, ambas en 
1/2= 90°, 

Los valores instantáneos pueden calcularse gráficamente en cade 
instente t, midiendo las abscisas (partes reales) de los vectores de 
la forma A(t). Si ge eligió la forma æ (+) 
derá tomer las ordenadas de los respectivos vi 


| (ot =2Nm1) 


= A sen wt correspon 
ectores. 

Para representar circuitos con elementos en serie basta con un 
solo vector corriente I(t), cuya fase suele ele 
de modo que Q= 0 => T= Pe. Como verificación, 
tor que representa a E(t) de la f.ewm, debe ser en todo instante 
igual a la suma vectorial de los Belt), de modo que la fase de la 
impedencia total (igual al desfasaje entre E e I) se puede hallar 
gráficamente (fig. 4), 


girse como referencia, 
observemos que el vec 


Para circuitos en paralelo con- 
viens tomar como referencia la fase 
de la tensión común R (fig. 5), 
de modo que la corriente compleja en 
cada rama se obtiene como 


Ips E/2y = arg I= -argl, = -Fi 


y como verificación inmediata debe 


A niniin pr 


cumplirse la condición 
1=Z 1, = Z (8/%)- 
hs ALR 


Como se ve en la fig. 5, también en 
este caso se obtiene fácilmente el 


desfasaje (ọọ entre la tensión E 
de la f.e.m. y el vector correspon- 
diente a la corriente total I ẹ, que 
es la resultante de sumar los vecto- 


res Ip» 


VALOR EFICAZ DE UNA CANTIDAD PERIODICA 


i i oidales son las 
A corrientes sinus 
ica las tensiones y 
En la práctica L 


i i usan otras for= 
tilizan con mayor frecuencia, pero también se oa 
a RaR ¿ onda rectangular o "cuadrada" (fig. 6-a), on 
mas periódicas: gu : 
golar o "diente de sierra” (fig. 6-b), ete 
Los valores instantáneos cambian de 
signo, pasando desde un máximo A, a 
mínimo -A en distintas formas. A igua 
A e igual frecuencia w, las 


Aa 6 
f 


itud A 
ES difieren notablemente entre 
ADA 
5 Una manera útil de carqotesiresias. E 
consiste en calcular sus nementos sucesi 
vos, de modo análogo e las E SRAN 
aleatorias continuas: el SEEE 
todos los momentos de una función peri Ed 
aia re a pocos momentos, comenzando 
En general, nos interesa cono 


E 

tenporal: tar 

por el promedio temporal fa aeg + avr alt’) 
+ 


en todo instante. 


-= 1 
sg 


es sinusoida- 
i te es nulo para las corrientes y las tension 
que obviamen: 


ue ala y J= 0 
les, ya q z Æ | a(senwt’) = 
w a 
JE cost fas ea aa) 


o 
A o 
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Al segundo momento centrado (que conocemos también como disper- 


sión 5”) lo denominamos valor eficaz de A(t).Está definido por la re- 
lación 


trt T 
TAL, = fa [acte -2J? > fs a), 
T x 17a 
o sea Asr == fs 4249] í (5.30) 
A 


A¿7 también se conoce como promedio cuadrático de Alt), para A=0, 
y como valor "r.m.s."” de dicha cantidag(* S 


Calculemos el valor eficaz de una tensión alterna de 


la forma 
(5.1): z 2 an ya z2 
22 _1 EI INR 2 A] o 
ES BS cos ot =37 álcwt') cos at! = 3 = 37 
as i ; 
pues ka cosu = y (sen x cosx + x); 
luego Eef =E / VZ 
(5.31) 
y análogamente Ief =1¿/N2 ` 


Ejercicio: Demostrar que los valores eficaces de: 


(a) una onda cuadrada (fig. 6-a) y (b) una onda trianguler (fig. 
6-b), ambas con la misma amplitud E,, sons 
(a) Bep = Bg 5 (b) Boss B/V, 


Enseguida veremos que las relaciones (5.31) son útiles para expre 
sar la potencia disipada en un circuito de corriente alterna. Los va- 
lores numéricos de corriente 


respectivamente, 


y tensión que indican los instrumentos de 
medición de alterna son precisamente los eficaces. Así, 


cuando un egui 
po requiere una tensión de 110V & 220V 


siempre se sobreentiende 
que se trata de voltios "eficaces" y que las amplitudes Bo 


requeri- 
das son 110 Y2 = 156 V 6 311 V, respectivamente. 


(+) La expresión r.m.S., muy usada en Electrónica, se refiere a las 
iniciales inglesas del cálculo indicado en (5.30): Root {raiz cua- 


drada) - Mean (promedio sobre un ciclo) - Square (cuadrado de la 
cantidad), 


A INE 
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CORRIENTE TRIFASICA 


Supongamos que en el generador de alterna hay tres bobinas igua- 
les (en lugar de la única de la fig. 34, Cep. III), que giran con la 
misma velocidad angular en un campo magnético uniforme. Si los pianos 
de les bobinas están rotados entre sí en ángulos 2/3= 120% (fig. 
q-a), es fácil ver que las f.e.m. inducidas serán; 


É (+) = E, cost j 
é (t) = E, cos (wt + 20/3) 
élt) = E, cos (wt + 4m3) 


donde hemos elegido arbitrariamente 
q¿=0 como referencia. 

Con respecto al punto 0 de 
la fig. 7-b, llamado neutro, cada 
bobina provee una f.e.m. de iguel 
amplitud y el mismo valor eficaz 
Bos = E / TZ, pero la diferencia de | 
potencial entre un par de puntos como | 


los a y b vale 


é (t) - EL) = E, [cos wt ~ cos {wt + 27/31 


E, [2 sen T sen (wt+ 27/3)]) = E, 2 G cos (wt+ <P) 


$" 


=> 6, - E, = 13 E, cos (wt + 1/6) , 


es decir que la amplitud y la tensión eficaz son mayores por un fac- 
tor Y3 que los valores monofásicos (para una sola bobina). Por ejem- 
plo, para- E¿p=220 Y monofésica tenemos una tensión eficaz trifásica 

e ai 
de 220Y3= 380 V. 


POTRNCIA DISIPADA EN UN CIRCUITO DE CORRIENTE ALTERNA 


La potencia instantánea P(t) disipeda en un circuito de dos ter 
minales está dada por la ley de Joule 
P(t) = i(t) vet) (5:32) 


donde i y Y son los valores instantáneos de la corrienta que 
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entra al circuito y de la diferencia de potencial entre los termina- 
les. Generalmente hay un desfasaje Y entre embas, de modo que 


V(t) = V, cos wt 
ilt) = I, cos (wt -4) = 1, (cos wt cosy +senwt seng ) 
—>P(t) = V 


o Io 208 wt (cos wt coso + sent sen p? Š 


= Va Io (cos y cos? wt + sen cos wt sen wt) 


Empleando identidades trigonométrices conocidas obtenemos: 
cos (2wt = p = cos ọ cos 2u + seng sen 2wt = 


2 cosq cos? wt - cosq + 2 coswtseng sen wt = 
2 (eos q cos? wt + S9BCOSut sen wt) -= cos 4 


n 


==> 


Vol 
P(t) = E 2 cos (2wt -p + == cosg (5-33) 


donde vemos que la potencia instantánea es una sinuscide de empli tud 


Tolo _ Ya oy A 
s E y2 ya * Yer ter» 


frecuencia day 2w ==> período = T.L 


y valor medio no nulo, ya que 


T w/w A, 
$ = 2 fev P(t) 22 fav Vos Ter 05G = Yeg Tog ong (5.34) 
Po < (7 A AAN 


La expresión (5.33) permite 
graficar fácilmente la potencia 
instantánea P(t), como se ve en 
la fig. 8. 

El factor cosọ en (5.34) 
se denomina factor de potencia. 
Si la impedencia de un circuito 
es 2=R3 ¿X, vale 


R R f 
con a 7 a AA+ e 
Y 121 VRE x? a 
En general, todo circuito contiene slementos disipativos, de mo- 
do que RO rpe $0. Para un circuito puramente resistivo: 


| 
+ 
È 
¿ 
} 
E 
i 
E 
E 
E 
i 
; 
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x=0 => Eco (e 1, y la potencia disipada en un ciclo será 


P(X=0) = Volg => Yo Io: 
Vemos que en este caso los valores eficaces dan una expresión de la 
potencia media aue es la misma gue se obtiene para un circuito de co- 
rriente continua: con los mismos parámetros pero con V = Ve en lugar 
de Yo » Í= I, en lugar de Ig“ 
Para un circuito puramente reactivo ({(R%Æ0) la potencia media 
disipada será nula. Esto sucede, por ejemplo, en el circuito LC ideal 
(Cap. IV, fig. 8) donde la energía oue suministra la fuente sólo se 
emplea pera generar el campo eléctrico en el condensador y el campo 
magnético en la bobina, A medida que transcurre un ciclo, el conden- 
sador recibe energla gue después devuelve al generador. Lo mismo su~ 
cede (con un desfasaje o retardo de "=180%) con la bobina. 

Un circuito real con R muy pequeña y por lo tanto con eos eple<i 
crea un serio problema de suministro de energfa, ya cue durante el 
transitorio la potencia instantánea puede alcanzar valores muy eleva- 
dos, cue la línea de transmisión debe soportar (esto puede verse cada 
vez que arrance un motor de cierta potencia, por su efecto sobre la 
red domiciliaria). Además, cuando se trata de entregar potencia a un 
motor, p.ej., éste funciona més eficientemente cuando la corriente y 
la tensión están aproximadamente en fase (suele recomenderse que 
cos 0,8 a 0,9). Para aumentar el factor de potencia suele conec- 
tarse un condensador en paralelo con la máquina, oue prácticamente no 
consume potencia neta, pero modifica convenientemente la fase del con- 
junto, y por lo tanto el cosg. 

Es importante observar oue en una línea de transmisión, esencial- 
mente resistiva (Xw0) la tensión y la corriente están en fase, de 
modo aue las pérdidas de potencia valen 2137 . La potencia media efec 
tivamente suministrada 2 una impedancia es P = Isf Ver cos » valor 
que denominamos potencia activa media. 

El producto Tor Ver , independiente del desfasaje entre corriente 
y tensión, se denomina potencia aparente: 


P if 


ap ef Vef E cosy = P/ Pap . 


La potencia instantánea (5.32) puede escribirse como 


2 
P(t) = Y, Ly cosg cosut + V Io seng cosut senit. 


- 286 - 


El primer término, cuyo promedio en un ciclo es F , representa la 


Part) = Yolo cos e cos wt :3 Pp =?P 


y el segundo, cuyo promedio es nulo, ès la llamaúa potencia reactiva 
Pylt) = Y, 1, seng cos wtsenwt > P¿=0 

que expresa la variación de la potencia entretenida en los campos 

(eléctricos) en los condensadores y (magnéticos) en las bobinas. 


Luego, en todo instante: 
P(t) = Polt) + Pelt) o 


Unidades: La unidad de potencia ès, por supuesto, el yatio o watt (W). 
Sin embargo, el vatio suele reservarse para expresar la po- 
tencia activa P, mientras que la potencia aparente se suele indicar 
en voltio-amperioS, o sea - 
(Pap) =V.A 5 PĮ. 


MEDICION DE LA POTENCIA: WATIMETRO 


Para medir corrientes, tensiones y potencias se puede emplear un 
instrumento llamado electrodinamómetro, cuyo esquema se ve- -en la fig. 
9. Consta de dos bobinas: la 1 (móvil, unida a una espiral elástica) 
con una aguja indicadora adosada, y la 2(fija) que genera una cupla 
en la 1 cuando circulan corrientes por ambas espiras. Esta cupla 
puede calcularse a partir de la energía magnética de interacción en- 
tre las bobinas: 

Up = Miz i> E (3,134) 


donde bi = lío es la inductancia mutua entre ellas. 


Si la cupla restauradora de 
la espiral es proporcional e la 
desviación 9: 

Me = Te 


iz 


y calculamos la cupla magnética 
como en (1.87): él 


Ha = 30, 7/28 =i 1,9N/30 5 © 


en el equilibrio tenemos: 
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= <a 112 * k(0) 17 is (5.35) 
donde x(89) se determina experimentalments conectando las bobinas en 
serie, de modo que isis , con lo cual el instrumento queda calibrado. 
Para iy > ia la desviación % ea proporcional a 124) y, por lo tanto, 
tiene el mismo sentido cualquiera sea el signo de la corriente. 

Para la conexión indicada en la fig. 9, donde la impedancia de 
carga Z es alimentada por una f.s.m., se elige Roul; , de modo que 


litt)! = 32 [cos ws, 


donde V(t} = Vo cos ut es la calda de tensión sobre la carga. 
Si R>uL, la corrienta por la carga iz = 1, eos (vt - 9) es 
aproximadamente igual a ialt), o sea 
[1,j2 Ilos lot -pl x lilt 


y la desviación (5.35) será 


k k 
oit} = k JESTI EPESI Y, Io coset cos {wt -4) = y P(t), 


donde le relación x/R queda fijada al construir el instrumento. 

Como el conjunto bobina 1/eguja/espiral no puede moverse con la 
misma frecuencia angular de la potencia (w = 2w= 4Ty 600 a con 
y= 50 Hz para corrients de 11nea ha desviación de la aguja toma un 
valor medio dedo por (5.34): 


= = 
8= Verleg cos > (5.36) 


Conectando un amperímetro À, 
un voltímetro Y y un matímetro Y 10 
como se indica en la figo 10, pode- 
mos medir simultáneamente Isf Ver A 
y P, yasi determinamos el valor Z 
del factor de potencia cos P de 


una carga 2 dada. 


OTENCTA: CONDICION DE MAXIMA TRANSFERENCIA 


POTENCJA: CONDICION DE MASSEI AAA 

Sea el circuito de la fig» 11, donde élt es un generador ide- 
al conectado a una impedancia Z7 Bgt 32, (que incluye la propia del 
generador), que alimenta a una carga de impedancia 2¿=*R,¿* IXa e 
A S 


(+) Por la misma razón, aprovechando la inercia mecánica, los volti- 
metros y amperímetros comunes “de alterns" miden valores eficaceso 
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No siempre es posible lograr cue se cun 


La corriente compleja será 


para optimizar la transmisión de potencia 2 


f 
l 

I= E E E d cia transferible es 

Ezti Mgt Re) + TA) ¿| P = 

H ES m 
i 

y la potencia media suministrade a la j z| | 

carga Žę , como en (5.34), estará da- | | | | Ze y la eficiencia de la transmisión se mide por la relación adimensio- 

da por pa = 2 

p z nal R E 4R 428 
arte LE) Pe cier g ES (5.40) 
= V ¿I,pcos i z n > = o La 5e 
c 5 Yeg Ter ote JÉ sao e 

| 1 2 12.41 ES 1241 
1 


donde cos f.= RAÍZ i Ver 


> $ (5.37) 


Esta expresión general es completamente análoga a la correspondiente 
a corriente continua (2.26). 


A menudo se utiliza la pérdida en decibeles, definida como 


p = 10 log KU = 10 log (P,/P,) = 20 1o0812¿1 - 10 log (4 Rg Ro? 
(5,41) 
donde logx expresa el logaritmo decimal de x.» 


$ 
Luego, g A Bor P ; 
Š : ii RCUIT C SERIE 
SET [Rgt Re)? + (gt X)? RESONANCIA DE UN CIRCUITO RLC SE 
2 2 Volvamos al circuito RLC seris de le fi¿. l. La corriente eficaz 
P, = Ze For = Bo Ber Y vale, según vimos! E 
EE 2 A TN (5.38) ef e 
(Rgt Ro) + (Xg tXo) 12, 


(R? Fi y?yL 2 


donde 24 es la impedancia total del circuito. 
con X(w) =wL -1/00. 
Al variar la frecuencia w del generador, obaervamos que 


A diferencia de lo visto en el Cap. 11, aquí la reactencia total 
Xg+ Xo se puede “anular, de modo que para un valor fijo de Zg pođe- 
mos elegir 


| 


X(m=0) —0w == Iple =0)= 0 


y 2 -2 
Zo = -%¿ => P, = Ro Bef (MARIO, 


12 


x (w<) ma =—> Ipp tH) = Ú 


(a) 
que es une expresión idéntica a la hallada para corriente continua, 


Como en aquel caso, el máximo de P 
obtiene cuando 


y a la frecuencia natural de oscila- 


ción w,= 1/N1C : 


o Para reactancia total nula se 


Re = Rg? z(u) =0 ==> Ief™ Egp/R = Max Log 
Laa dos expresiones se pueden resumir diciendo oue la máxima trans La función TofS Iert) se represen P 
ferencia de potencia a una carga en un circuito de alterna se logra : 


ta en la fig. 12-a. 
cuando 


a Že (5.39) se verifica que X(iw) = 0, define la A PE 


- i i a resonancia. Para esa frecuencia el 
es decir que las impedancias del generador y de la carga son conjuga- pe 


circuito adquiere características es 


w 


das. O sea que si Eo es capacitiva, la carga debe ser inductiva, y 


i peciales: i 
viceversa. 


¿ 
E 
| 
i 
El 
| 
2 La condición w=w, pera la cual Ga 
i 
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a) La reactancia x(w) se anula, ¿e modo que la impedancia es mini- 


na y la corriente y la tensión están en fase (el circuito es puramen= 


te resistivo)» Precisamente, la condición de que ta excitación (f.2.m.) 


esti en fase con la respuesta (corriente) es 18 característica que de- 


fine la resonancia. 

b} yy (6) = Val) El E + Bo =0, 
y i están desfasadas en mo. 180%. Sin embargo, sus valores de pico 
de la f.e.m. Para esta 


es decir gue las caídas sobre € 


pueden ser mucho mayores que la amplitud E, 
frecuencia dichas tensiones tienen la expresión 


R EAE. z 

1 g L g 

= 2e g= AE E 2? P E 

16,1 = 150) = y Ye o y 

donde R, €5 le resistencia critica del circuito (Cap. IV). 


c} En consecuencia, E=Ep Y la caída sobre la resistencia es igual 
a la faem. aplicada. 
La potencia disipada está dada por (5.37): 
2 
REST 


r 


5 (5.42) 
R? + X (w) 


F =P) = R Tél) = 


Su variación como función de w sè muestra en la fig. 12-b. La máxima 
potencia disipade corresponde a la resonancia, donde 


= 2 
Pp +? (w= w) = Bog/R . 


La forma de la curva P = P(w) varía según los walores de los 
parámetros R; Ly C. Una manera útil de describir dicha curva consis 
te en ubicar los valores de e para los cuales la potencia disipeda 
es la mitad de la máxima Py + Estas frecuencias de 


dicadas como w, Y Y en la fig» 12, están definidas por la condición 


otencia mitad, in- 


E 
1 _ ef 
Pla) = Mu) = 7 PoR 
o aea, según (5.42): RE? gl 
d CA ES 


Ra xo) 2R 
O o A O (2001, (5.43) 


A a 21,2 
después de haber multiplicado miembro a miembro por Y [LE e 


| 


- 2Y1- 


Aquí wito! y a= 


3 es la constante de amortiguamiento oue 


hellemos al estudiar el transitorio» 
ha (5.43) es una ecuación de cuarto grado en la frecuencia, 
valente a 


equi- 


2 2 


Wu = L2aw =w * 


taana i = 0., 


Las cuatro raíces de esta ecuación son: 
O ES > a i 
e 2 o » 
1 2 n 2 iZ 
ws -ag Ya rw <0 A OS c. 


Las dos últimas carecen de significado físico. El intervalo entre las 


dos primeras,0ue son las oue buscábamos, S€ denomina banúa pasante y 
su diferencia 


Aw= w-wa 2% = R/L (5.44) 
es el ancho de banda del circuito RIC. 


Para caracterizar le forma de la curva definimos la cantidad adi- 
mensional 


a. wb Re _ Ed [Ec 
7 åw R 2R ja T Ei 


llamado factor de mérito o de calidad del circuito. Este factor € 


(5.45) 


mide la selectividad del sistema para el suministro de potencia a R. 
En efecto, si (>l ==> Aw es muy pequeño y sólo se transmite la po- 
tencia en una banda muy estrecha w$ w {$ w,» Por el contrario wn Q 
bajo => åw grande y el circuito permite el paso de corrientes con 
frecuencias comprendidas en un rango muy amplio». 

El principio de selectividad recién esbozado constituye la base 
de la sintonía de los equipos electrónicos. En la fig. 13 esquematiza= 


mos dicho principio para un circuito de sintonía muy sencillo: 


EJE tensión de entrada o señal 
(p.ej. una antena) 
c - condensador variable 
R, L ~- parámetros āe una bobina 
Ey = tensión de salida sintoni- 
zada. 
Si la señal E, 
posición de tensiones de muchas 


es la super 


sobre 


frecuencias, la caída E, 
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la bobina será proporcional a la corriente I que admite el circuito 
RLC. Las frecuencias aámitidas serán esencialmente las gue se encuen= 
tran en la banda pasante (entre 4% y %,, fig. 12), de modo que la ten 
sión de salida E, será una superposición de contribuciones con fre- 
cuencias muy próximas a la de resonancia (4 %w,) si el Q del cir- 
cuito es alto. En los receptores comunes de radic, donde Q suele 
ser mayor que 100, la sintonización (variación de w) se logra va- 
riando la capacidad C. 


RESONANCIA EN UN CIRCUITO RLO PARALELO 


Consideremos el circuito de la fig. 14, donde un condensador 
idesi está conectado en paralelo con una bobina con resistencia. En 
la misma figura vemos el diagrama vec- 
torial correspondiente, donds tomamos 34 
cemo referencia la fase de la foe.mo, 4 EN 
común a ambas ramas. El diagrama co- 
rresponde a Ea =0 (resonancia). 1 R 


Podemos calculer la impedancia E O) = 
dol circuito pasivo empleando les re- L 
laciones (5.29) donde, en este ceso; 


2,=05 9 =% 5 Rgs: Xel 
=> las leads 


y? 
RXS 


R, = 
l Ra (Xy + Xo)? 
EAS 


Ei > 
TH 


La condición de resonancia Xa = 0, que implica que la f.e.m. 
esté en fase con la corriente que genera, se cumple para una frecuen= 
cla w=w, tal que 


XÊ + RR Xol, da Rê- 0 (5.46) 


E 
S 
= 
1 
D 
4 
E 


-Aw = 


=z es 


2 
, 1 | ca A (5.47 
w= Vi - e A A ) 


Esta frecuencia es siempre menor que le w, de la resonancia serie, 


-2,1/2 
gunque para el caso más común de Q>1 resulta (1-0) zl- == 


{La condición X¿= -1/00=09, que también anula Xy , carece 
de interés). 
En general ; 
5 REEE ESR] 
R+ HEA + Žo) 


2 2 n2, y2 
KE (R+ Xp) 
Rea (d+ 1p)% 


se anula para 0->0 y para 0 (verificarlo). 


¿2 ; Lao 
En resonancia (5.46) ==> + =-X¿X, con w=% 
is RX Rx? š 
no la l= SE 
WE O 2% o Xp Apr 1+ 4/% 
R R R. 
lzi R = = = Q/R 


USGL aLe 1mo? l- (lg 


ES ml. 


Normalmente Q>>1, de modo que este valor de 12,1 suele ser enorme. 


En la fig. 15-a se representa 
12,1 en función de la frecuencia. Bn 12,1 
la fig. 15-b se muestra la variación z 
de la corriente eficaz 
Rer RR 


- 8 
el A) 


ef 


en función de la frecuencia. 

Vemos que en el circuito para- 
lelo se presentan las situaciones 
opuestas a lea del circuito seriez a 
los máximos de un caso le correspon- 
den los mínimos del otro. Por ello 1 
la resonancia en paralelo se conoce 


15 


como antirresonancia» 


TRANSFERENCIA RN CIRCUITOS DE CUATRO TERMINALES: FILTROS 


El circuito RLC de la fig. 13 es un caso particular de disposi- 
tivo de cuatro terminales que se conoce como filtro: permite el paso 


BEE] 
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de las corrientes con frecuencias comprendidas en la banda pasante, e 
impiás el paso de las demás. 


Un circuito de cuatro terminales 46 
puede esquematizarse como en la fig. 


16, donde Ve es la tensión de entra- e —— 

da y V, la de salida. A menudo inte- E 

resa más conocer el comportamiento ex- Ve CIRCUITO LA 

terno del circuito (visto desde afuera 

de la caja que se indica) que las co- “— 

rrientes o tensiones en su interior. 
Para analizar cómo varía este com Ve =Re(E, e, V, =Re (E, ed“) 

portamianto al variar le frecuencia de 


la tensión de entrada, conviene definir una función compleja de la 
frecuencia w llamada B . 
transferencia: T{w) = = = Iz] eif (5.48) 

e 
donde Ba y Ba son las amplitudes complejas de las tensiones de en- 
trada y de salida, respectivamente. El módulo y la fase de la transfe- 
rencia están dedos por 


m 


IT = Bad y g 


Calcularemos la transferencia de los filtros más sencillos: 


sz S 17 
Ee R 


argT= ergE,- argE, 


a) Pase-altos: 


La fig. 17 muestra un circuito RC 
utilizado como filtro. Bs fácil ver 


que E 


RE y 


E, = RIs — joRC g 
: cai . 
R+1/j00 1+jwRe - - 


ES TES 
E, 1+ ¿0wRC l+ juz 
donde T= RÇ es la constante de tiem 


po del circuito (Caps. IY). 
Luego, 


[=I ; = L -aretgwT. 
mer © fee € 
Para w —> 0; |T] — 0 , q — T/2 
o= : Us 2, Ẹ=T/4 
w 003 |T} KA q O. 
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En le fig. 18 se ven los gráficos de rl y $ en función de la 
variable adimensional wT. Para frecuencias altas el condensador s€ 
comporta como un cortocircuito, de manera que V,¿=YV >» mientras que 
las frecuencias bajas son totalmente bloqueadas. 


b) Pasa-bajos: 
La fig. 19 muestra un circuito LR 
utilizado como filtro. Se ve fácil- 


mente que 
R 


E eN. E 
S R+juL 


R Z 1 
R+ jol 1+ ¿ut 


Ls 


> 


donde T=L/R es la constante de 
tiempo (Cap. IV)» 


jfi = 3 ọ=- arctg wT. 


lra 
Para w — 0: IM-—>1, q>0 
w=1/t: I=1/42, q=-1/4 


w— os: 0 >, q> 12. 


La fig» 20 muestra el gráfico de TiyGq en función de wT a 
Para frecuencias bajas la bobina se comporta como un cortocircuito 


(1,¿=V,) , mientras que las frecuencias altas son bloqueadas. 


Ejercicios Calcular el módulo y le fase de la transferencia del filtro 

RLC de la fig» 13 (B, = Ba) e Expresar Tae relans nas 
lladas en variables adimensionales convenientes y analizar las varia- 
ciones en la transferencia (módulo y fase) al variar el factor de mé- 


rito del circuito. 


La trensferencia de potencia se mide por la relación: 


5 2 2 2 

r Pa Is ef Pa El Bs CULO 
23 “72 = 5? 

3 Po Ia,of Pe Bae RelZal 


donde hemos empleado la expresión (5.37) para las potencias actives 
P F i i i i ito 
de entrada P, y de salida P¿ + Laimpedancia de salida del circu: 
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depende de la carga conectada, la cual varía de un circuito al otro. 
Por ello, en la práctica se suele ignorar el factor que contisne a 


las impedancias y se defina zê a p 
una transferencia de tensión: T,= a a y= irl? (5.49) 
Bó,ef EN 


Para los circuitos lineales pasivos 1121, de modo que Tg 
representa una pérdida que solemos expresar en decibeles: 


P = 10 log T, = 20 log Eal] <0 (5.50) 


donde, como en (5.41), se emplean logarítmos decimeles. 


TRANSITORIO DE DOS CIRGUITOS MAGNETICAMENTE ACOPLADOS 


Estudiaremos el sistema sencillo de la fig. 21, donde vemos dos 
circuitos BL cuyas bobinas están arrolledas sobre un núcleo de mate 
rial ferromagnético, de modo que el flujo concetenado por una bobina 
no difiere mucho del concatenado por la otra». 

h y L3 son las autoinductan- 


cias y M es la inducción mu- 21 
tua; R y Ra son las resisten- 
cias totales de ambos circuitose 
El circuito activo se llama pri- 
mario, y el pasivo secundario. 


Veremos enseguida que, a2 pesar 
de no contener una f.2.M. pro- 
pia, una variación del flujo 
magnético a través de la bobina 
del secundario puede inducir una 
corriente i(t) la cuel, por la 
ley de Lenz, modificará la co- 
rriente en el primario. Bs decir 
que, estrictamente hablando, el 
secundario no es pasivos 


O! 
DSaúclea 


Arrollamientos opuestos 


El flujo magnético total $, a través de la bobina del primario 
es la guma de las contribuciones Pa (debida al campo generado por 
la corriente propia i) y Ly (debida al campo generado por io): 


$, = Èi + Piz . 


Análogemente, el flujo en el secundario vale 


Èz = La E Paz 
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donde Pa sa la contribución del primario y Ç, °l flujo debido a la 
corriente propie» Batas distintas contribuciones valen, según (3.41) 


y (3.44)3 Ñ A R 
distro Pa Migi Patti P2= 50) 


donde, según vimos en el Cap: 111 (tig. 16), el signo (+) se aplica 
cuendo los arrollamientos de las bobinas alrededor del núcleo son del 
mismo sentido y el signo (-) cuando son de sentidos opuestos, como en 
la fig. 21. 


Luego», $ 1 
Èz 


Cuando, ya sea por efecto de la llave 5 o por una variación 
de la f.e.n. A , las corrientes varían en el tismpo, y con ellas los 
flujos $, 2? se generan en las bobinas las fuerzas electromotrices 
s 


u 
E 
p 

i 
m 
p 

v 


u 
1+ 
B 
p 
H 
+ 
tt 
N 
H- 
N 


inducidas: 
y ad, al. di 
boas ASA Pz i == 
1 at 1 dt t 
i dy 2 x di, E di, 
T at a dt 2d ? 


dedas por la ley de Faraday (3.113). Luego, la ley de Kirchhoff de 
las tensiones da (con la notación p= d/dt): 


EË =R > +45 pi, = É 
i ; . + i A (5.51) 
orb, = ii, =>“ 8pi, + (R, + Lopdi)= 0 
con un signo para cada tipo de arrollamiento. 
Anslizaremos el transitorio de este sistema cuando en el instan- 
te t=0 se cierra la llave S, con laa condiciones iniciales: 


1, =12=0 en t=0. 
El método más directo de resolución es la sustitución algebraicas 


Por ejemplo, suponiendo earrollamientos opuestos (signos - en 5.51), 


despejamos de la primera ecuación: 
; i é 
pio (MA 


2 i j ins 
== (Ly Lo MO) piy + LB, 1; - Egé +R, i= 0. 
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Derivando con respecto al tiempo, con [A = const., y definiendo 


a = Iņ 1,- 12>0(ver 3.45), resulta 


E a 2; $ 
-Ħ pi, = E P i +Lo Rp? i 


ap 1, +1,B, pi +HR pi, = 0 


la cual austituimes en la primera de (5.51): 


D, R +L, R 
R š a 2 Jose Po Way oz 
Ly py +2 4 Mpiz= i Pod + HR pi + 1 =6 - 
Definiendo bz LR +57 Bo FER R Ro ; y multiplicando miembro 
a miembro por Ro obtenemos 
(ap?+bpro)i(6)= RĜ. (5.52) 


Para resolver esta ecuación es conveniente conocer la primera 
derivada de i, en t=0.Para ello escribimos las (5,51) en t=0, recor 
dando que 1,(0) = 1,(0) =03 


L +19 =É 5 L,1)-5M35 = 0 , siendo i% = (41, /4t) 9 
Resolviendo este par de ecuaciones lineales resulta 
ij = (Gya) ; i= (a). 
Ejercicio: Resolver la ecuación diferencial (5.52) empleando los méto- 
dos del Cap. IV. Verificar que resulta 


. A -atp (T2 > Rol) 
AORE EEE on a 


edo = ¿Apo? 
donde asg Y Bs b- 4ac. 


Repitiendo el procedimiento empleado para calcular i}, demostrar 


sngt- cagpt]} (5.53) 


que 
ot 
1) (4) =é Era apt. (5.54) 
iz 
Le constante X en las exponencia “E 22 


les de (5.53) y (5.54) es el coeficien 
te de amortiguamiento, tal que «>f 
i ĉ/R 5 1¿>0 para t->00. 


En la fig. 22 se dan los gráficos de 
i(t) e ialt) para el caso particu- 

= c 
lar en que R Lo= RL e 
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Ejercicios Verificar que el máximo de la corriente io en el secun= 
dario se produce en un instante t tel que thft =z 
Demostrar que la carga total que circula por sl secundario vale 


7 uÉ 
aas fat 0 A . 
. A 1% 


Observemos que en el caso ideal de acoplamiento perfecto (a = 0, 
o sea Ll, L),= mó) las ecuaciones del tipo (5.52) son de primer orden, 
y la forma de las soluciones varía de manera esencial» 


TRANSFORMADORES 


Recién hemos visto un ejemplo en el cual se transfiere energía 
desde un circuito activo (primario) a otro pasivo (secundario), a pe- 
sar de que ambos no están en contacto. La inducción mutua dada por M 
es responsable del acoplamiento magnético entre los dos circuitos. 

Los dispositivos basados en este principio se llaman transforma” 
dores. Sus principales aplicaciones prácticas sons ` 

- La transformación de la tensión de un generador en otro voltaje 
más conveniente para seu uso, con la menor pérdida posible de potencia 
en el proceso. Esto implica la posibilidad de transmitir energía eléc- 


trica a través de grandes distancias a tensiones muy altas y corrientes 
muy bajas. Como hemos visto en (5.37) la potencia disipada en una línea 
2 


de trensmisión de impedancia 2¿= Rot iX, es P.= R, Igp » 1e modo 
que un objetivo esencial de las estaciones transformadoras de potencia 
es reducir la corriente e la salida de la central generadora, y ređu- 
cir la tensión a la entrada de la red domiciliaria de distribución. 

- El ajuste de impedancias entre el generador y la carga, de modo 
de optimizar la transferencia de potencia a éstas (con o sin dependen- 
cia de la frecuencia). 

- El acoplamiento eficiente en corriente alterna entre dos o más 
circuitos que se encuentran a distintos potenciales de continua. 

La fig. 23 muestra el esquema 
de un transformador en cuyo prima- 


rio Za es la impedancia del gene 
rador, ly *s la inductancia y Ry 
la resistencia de la bobina. En el 


secundario Lo y Ro son los pa- 
rémetros de la bobina y Zę ès la 


impedancia de la cargz- 

3upondremos oue las capacidndes de cada bobine y entre las bobi- 
nas son despreciables, de modo que podemos calcular lns impedancias 
totales: : 


- Con el secundario abierto Za =) el primario tiene 


Zig = 2g* R} + july -> 


- ànálogamente, con el primario abierto, el secundario tiene 


loo = lot Rp + jul, 
N m i A 
- Le impedancia de acoplamiento es ST Zol = Tjuk 
para arrollamientos de las bobinas iguales u opuestos, respectivamente, 


Si expresamos la tensión del generador y las corrientes en el pri- 


mario y el secundario), respectivamente, Comos 


E jay, i a jut 
E qe) = re(Bel™t); iy (1) = Re (1, 2? ) 
las cafdes de tensión debidas a las impedancias del generador y de la 


carga serán: 


e jwt a jwt 
vt) = Re (2 ¿1,09% ij YA = Re (2 ¿12 0). 
Luego, las (5.51) toman aquí la forma: 
ai. di 
P A zar A t y 
CI T Ett) - Y¿t) 
3 (5.55) 
o ái, 
la Fe +tpiar la e VAIO 
En lo que sigue supondremos que los arrollamientos son del mismo 
sentido. Para el caso contrario debemos cambiar el signo de M en las 
expresiones donde ésta aparezca» 
Las amplitudes complejas en (5.55) verifican: 


(Ry + Joly + 2a) 1, + 103 1, = 2, 1,* Zola = E 


(5.56) 
Juni, + (R+ jubo+ Zol Ig = lp 1, + Z22125 o 
Bste sistema algebraico se resuelve en forma inmediate: 
2 Z 
22 a E! 
=$ E; L=- (5.57) 


| 
j 
| 
| 
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siendo DD Zy) Z227 22 = (Ryg + dIa) (Rog+ 1229) - (Jwt)? a 
= (Ry, Bag Epa Log + 078%) + 3 (Ryg Xog + Bog žy) 
con B1=2,+Bz ; x= w by +2 5 Roo Rat Bo A Xog = who + Ia Ş 
Entonces, el cociónte de las corrientes vals, en general: 


Ì 2 
1 2 
2E (5.58) 


Definiendo como en (2.57) la impedancia efectiva vista desde la 
fuente, ésta puede calcularsa empleando la expresión (5.57): 


B D Al 
bo 2 
Z = = = ly - > 
do A i DE ies (5.59) 
donde 211 as la iapedancia propia dəl primario, y el segundo término 
2: 2 y2 
= 12 WN 
2.3 «A E R, GX 
r Lan Boo + Í E22 rt it (5.60) 


se debe a la presencia del secundario con carga finita y sə denomina 
impedancia reflejada. B1 efecto dsl secundario visto desde la fuente 
es el mismo que produciría nna impodancia 2, conectada en serie con 
el primario. 

Las componentes de la impedancia reflejada son 


2 2 2 412 
Rp = A A ; y A E 
222% l279P 


2 2 
con |222! = (R3? Ra) + (ot, + Xx 17 . Vemos que el signo de la reac- 
tancia del secundario es opuesto al de la reactancia reflejadas 

Las amplitudes B1 y Es indicadas en la fig. 23 representen 


las tensiones de entrada y de salida del transformador. En general, 
valen 


2,3 (R + jab) 2, - 2E 
=R- E -EEL E 1} 2227 412 
2 =R-2¿1,=5 S z= { ; Js 
2,2 (5.61) 
ETL 
E, = 2I = -5—5 B 
D 
E zÊ, - (R) + jwr) 3 
Luego, t 12 a kai Aar (5.62) 
Ba Zo Ž12 Š de 


ON 
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En general, aun sin considerar las pérdidas ni los efectos capa- 
citivos, los parámetros úe un trensformador real varían con la frecuen 
cía de la foat.Mo» Y las expresiones que resúltan el tener en cuenta es 
tas variaciones pueden ser muy complicadas. Bl estudio de los distin- 
tos casos és una rama importante de la teoría de circuitos, donde las 
distintas formas de acoplamiento verían esencialmente según los valo- 


res del coeficiente k= H/NL; Lo > 


TRANSFORMADOR IDEAL 
Para en núcleo "de aire" (sin metarial ferromagnético dentro de 


las bobinas) el coeficiente k es my pequeño y el acoplamiento varía 
Esto no sucede con núcleos 


úonde kl. å continuación 


mucho. con la frecuencia w del generadoro 
"de hierro” (materiales ferromagnéticos), 
estudiaremos un modelo elemental que aproxima bastante bien el compor- 
tamiento de este tipo de ¿ransformador, que es el más utilizado en la 


práctica» 
Decimos que un transformador 88 idea] cuando cumple las siguien- 


tes condiciones: 
a) k=1 (acoplamiento perfecto)» 
b) las reactencias de sus bobinas son mucho más grandes que la 
cargas y 
wiy , whs > |ie! > 
c) Las otras impedancias del circuito son mucho menores que la 
cargas 
Bı > Ras IZ yl << IZel o 
En tales condiciones valen las aproximaciones: 
211% jol $ Zop% jely . 
si las bobinas del primario y del secundario tienen NM, Y No 
vueltas, respectivaments, las inductancias valen 


Ë = Hn G=1, 2) 7 


A 
E u= NM 


donde p €s la permeabilidad del núcleo del transformador y la condi- 
ción (a) implica que la relación 4/2 = sección/longitud de las bobi- 


nas es la mismas 


(5.63) 


31 2 = à 
si ¡eel N/N = n se denomina razón o relación de transformación 
ara un tra: i i an ` 
ransformador ideal las aproximaciones en las impedancias 


nos permiten expresar la relación gener: 258) entre las corriente 
al (5,58) e 
) E 


jwb, L 


+1 
u 
+ 


(5.64) 


+juh Mm n 

dond: ig inferior cor: y 

nde el signo inferior corresponde a arrollamientos opuestos, en cuyo 
? 


caso las corrientes i 
i entes i € iz están en fase. Para arrollamientos 
iguales el desfasaje entre ellas es de T= 180% (-1= ed”) 


La relación (5.62) entre las tensiones se convierte en: 


E w?n? : A E 
1 wf H“ (A, + j0L,) (2,+ jwb,+ 2 CE z 
E” 1 ña 2 2 A w Ke- july (jebo t Z.) 
joz + ELEN 
E ; 
By 4% ES 


Es MEET (5.65) 


con la misma convención de (5.64) para los signos e igual relación en- 

tre las fases de las tensiones de entrada y de salida. Cuendo n< 

lo sea oue la tensión de salida es mayor que la de entrada) se dice 

aue el transformador es de subida o elevador; en caso contrario se lla- 

me de bajada (n>1). ¡ 
Los valores instentáneos de las tensiones y las corrientes tienen 

las mismas relaciones que las amplitudes: 


i f jwt A Ñ 

y Rae oa, É ae (geit 

i keka i = 3 =T 

iz Re (1,09%*) ts Re (1, edu) Ba, 


de modo que los prod: E! i 
productos mé, e is És , que representan las poten- 


cias de entrada y de salida, son iguales: 


(0 = iyé) = 1,6, = Pat) (5.66) 


ae importente relación expresa la conservación de la energía, impli- 
sits eh las hipótesis {a- c), que expresan que no hay pérdida de flujo 
magnético (2) ni disipación resistiva (Ry; despreciables)» 
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i i neforma—- 
Uno de los efectos más útiles del dispositivo es la trans 


ión de impedancias». Vista desde la entrada del transformador, la in- 
ción 


psdancia de le carga vale, según (5.57) y (5.61): 


2 
Ñ 
° L,+2,) - (jot) 
E, (R+ iwl) Zap 2d _ (+ da) (Rot dudar to 
a j Bo + julg + io 
E Zaz 0 2 
j iwin) + jul, Z,- (30M) _ Lal 
z, (imt) Cita? iul 2, -T 
jwL, 
pe (5.61) 
Ze O E . 
š =- = 
Zo La m 


i igno que la de 
Notemos que la reactancia de entrada tiene el mismo si q 


2 
e n%>0. 
la cerga Xą; ya qu mA TERET 
cuado en un circuito se desea maximizar la transfersnc P 


i i istintas 
tencia de un generador a una carga {cuyas impedencias son di Ye 


ee puede introducir un transformador con 24 
una relación n adecuada, de modo que el - 

circuito equivalente visto desde la fuen- f 

te es el de la fige 24e La condición de Z, IE z 
máxima transferencia de potencia (5.39) A 


s: cumple si elegimos n tal gue E 
7, = m2, = Ez > z l 
En general, €s difícil que se logre 
ajustar los valores de las impedancias a ' E 
esta condición. Suponiendo que la impedancia del gene 


i o 
j i dancia de la carga. Si, com 

ij tratará de ajustar la imps 
a se puede variar Ze de manera 


sucede aproximadamente en las bobinas, al zA E 
aue se conserve wna relación constante entre Xe y Ro BRA E 
ia P erida 
= const.), es fácil demostrar cue la potencia P, trans 
ima para 
carga, dada por (5.38), es máxima pi ¡a iio a 
e 


ici ajuste debs- 
Para que se verifique esta condición, el transformador úe aj 


rá tener una relación n= 124/ 12 


TRANSFORMADORES REALES 


ili s el 
Uno de los transformadores más comínmente utilizados € 


IMA! i » 25. 
llamado autotransfo dor que se esquematiza en la fig 


| 
| 
| 
| 
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El primario es la bobina entera AB y el 
Cundario es el tramo C3 de la bobina. Si 
las longitudes ļABÌ y ]08l son tales aue 
E lAB] 5 X 
e n>1 resulta lu, 


Bl contacto U puede desplazarse, variendo así 
la relación n, lo cual puede realizarse auto 


máticamente de modo de wantener Esz const. , 


en cuyo caso el dispositivo funciona como un estabilizador de tensión, 
Los dispositivos controlables con Ez variable suelen denominarse 
"Variac" (es una marca comercial). Obviamente, el autotransformedor no 
peraite aislar el primario del secundario con respecto a tensiones con- 
tinmas. 

Los transformadores reales más comúnmente empleados, de núcleo de 
hierro, permiten alcanzar rendimientos P/E, muy altos, de más del 
90%. Les pérdidas de potencia inevitables se deben a: 

a) Corrientes de Foucault: Estas corrientes aparecen en todo con- 
ductor donde el flujo magnético lo) vería en el tiempo. El campo eléc- 
trico inducido hace girar a los electrones libres en órbitas planas ce- 
rradas, normales a la dirección del campo magnético en el núcleo, Estas 
órbitas son del tipo descripto en la fig. 32 del Cap. III. Para evitar 
estas corrientes es necesario emplear materiales de la mayor resistivi- 
dad, cortando el núcleo en láminas aisladas entre sí mediante un barniz 
especial gue evita el paso de los electrones. El espesor de las láminas 
se elige menor que el redio de giro de los electrones, calculado para 
un valor tí, ico del campo magnético, 

b) Efectos de histéresiss Como vimos en el Cap, III (fig. 38) un 
campo magnético gue vería en el tiempo hace que el hierro recorra en 
cada periodo T= 2/w de la corriente un ciclo de histéresis comple- 
to, con una disipación de energía por ciclo y por unidad de volumen del 
hierro igual al área encerrada por la curva de histéresis. Para reducir 
esta pérdida es necesario emplear aleaciones Terromagnéticas de ciclo 
estrecho , como los acsros al silicio. a 


c) Pérdidas en las bobinas: Las bobinas conductores tienen una 


resistencia inevitable. Esta debe disminuirse aumentando la sección del 
cable de las bobinas, pero ello implica aumentar el. peso del sistema o 
disminuir el número de vueltas disponibles. 

d) Pérdidas de flujo magnético: Estas pueden reducirse mediante 
un bobinado denso que rodee totalmente al núcleo. 
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